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ELSŐ RÉSZ.
Az algebra négy első alapművelete.
1. §. Általános fogalmak.
Az algebra feladata a mennyiségekre vonatkozó 
kérdések rövid, egyszerű és mindenekfölött általános 
megoldása. Newton az algebrát általános számtannak 
nevezte.
Az általánosítás némely esete már a közönséges 
számtanban is előfordul, így: a kamatszámítás kép­
leteinél, a kör kerjületét és területét kifejező értékek­
nél és a többi.
Az algebra czéljának elősegítésére bizonyos mű­
nyelv szolgál, melynek elemei:
1) a létük, ezek nem egyebek, mint oly számok, 
melyeknek értékeivel egyelőre nem törődünk. Álta­
lánosan elfogadott elv, hogy az abc elejéről vett betűk 
az adott (ismert), a legvégéről vett betűk (x, y, z) 
pedig az ismeretlen mennyiségek jelölésére szolgálnak. 
A számításban előforduló analog mennyiségeket 
ugyanazon, de indexek ál.al megkülönböztetett be­
tűkkel jelöljük, így: air a3, a3 . . . .  vagy a', a", a“‘ 
. . . .  (a-egy, a-kettő, a-három stb.);
2) a műveleti jelek, ezek pontosan kijelölik a 
műveleteket, melyeket két vagy több számmal végez­
nünk kell;
3) az egyenlőség (=  egyenlő) és az egyenlőtlenség
nagyobb, <C! kisebb) jelei, melyeket a mennyi­
ségeknek a nagyság szempontjából való összehasonlí­
tásánál használunk; majd
4) a zárójelek, ezek oly mennyiségek egybe­
foglalására szolgálnak, a melyekkel ugyanazt a 
műveletet kell elvégeznünk.
Az algebrában hét alapművelet van és pedig: 
az összeadás és annak fordítottja a kivonás; a szorzás 
és auuak fordítottja az osztás; az egyenlő tényezők 
szorzása vagyis a hatványozás és az ebből eredő gyök- 
I nás és logarithmálás. A négy első alapművelet
í'
4lényegét már a számtanból is eléggé ismerjük, ezek 
kijelentésére ugyanazon jelek szolgálnak, mint a 
számtanban, kivételt csakis a szorzás képez, mert 
OX«) vagy a X  b X  c helyett itt egyszerűen : 5a, 
vagy abc írható.
A betűmennyiség elé írt számot együtthatónak 
vagy coefficiensnek nevezzük, ez azt mutatja, hogy 
hányszor kell az utána következő meunyiséget össze- 
adandóúl tekinteni. így az 5a-ban 5 a coefficiens és 
5a nem egyéb, mint rövidebb felirási módja az 
a - j-a - j-a - j-a - f -«  összegnek. Az egységet mint cöeffi- 
cienst nem szokás felírni. A coefficiens betűmennyiség 
is lehet, így az аж-ben a a coefficiens.
Az egyenlő tényezők szorzatát hatványnak (po­
tentia), magát a műveletet hatványozásnak nevezzük. 
Valamely számot 2-ik, 3-ik . . . .  ra-edik hatványra 
emelni annyit jelent, mint az illető számot 2-szer, 
3-szor, n-szer önnönmagával megszorozni. Tehát ab 
nem egyéb, mint rövidebb félirási módja az a X  a X  
X  a X  a X  a szorzatnak. Az adott számot alapnak 
vagy gyöknek (basis, radix) azt a számot, a mely 
megmutatja, hogy az alap hányszor veendő tényezőül 
kitevőnek (exponens) nevezzük. A kitevőt, az alaptól 
jobbra felül, kisebb számmal szoktuk felírni, így: 
a3 =  a X  a vagy 53 =  5 X 5 X 5  =  125. Itt 5 az alap, 
3 a kitevő, 125 a hatvány. Az egységet mint expo­
nenst nem írjuk ki.
Azt a műveletet, mikor adott hatványból és ki­
tevőből az alapot határozzuk meg, gyökvonásnak ne­
vezzük. E művelet jele a radix szó kezdő r betűjének 
eltorzításából származó J gyökjel. így ha azt kér­
dezem, melyik az a szám, a mely 3 szór önnön­
magával szorozva 125-öt ad, lesz: \l 125 =  5. Itt 125 
a gyökzendő vagy gyökalatti mennyiség, 3 a gyökkitevő, 
5 a gyök. A 2-t, mint gyökkitevőt nem írjuk fel.
Valamely szám n-edik gyökének azt a számot 
hívjuk, a mely n-edik hatványra emelve az adott 
értekre vezet.
Gyakran ismeretes az alap és a hatvány, kere­
sendő a kitevő. E kitevő neve logarithmus, azért az 
az ilyen műveletet logarithmálásnak nevezzük. Je le : 
loga b =  X (logarithmus a alapra b egyenlő x) és 
ennek értelme az, hogy : ax =  b. így : log10 1000 =  3 
azaz : 10s =  1000.
5A betűk és az algebrában használatos jelek segít­
ségével felírt mennyiségeket algebrai kifejezéseknek 
nevezzük. Az algebrai kifejezések legtöbbször -f-, 
vagy — jelekkel elkülönített részekből állanak. Min­
den ilyen rész egy-egy tag. A jellel, vagy jel 
nélkül felírt mennyiséget positivn&k, a —jellel bírót 
negatívnak hívjuk. Negativ számhoz a kivonás vezet, 
mikor a kivonandó nagyobb, mint a kisebbítendő. 
A positiv és negatív számok a zérustól kiindulva 
mindkét irányban a végtelenségig terjednek s a 
viszonyított vagy algebrai számsort alkotják. Az előjel 
nélkül felirt számokat absolut számoknak nevezzük. 
Két egyenlő, de jelre nézve különböző mennyiség 
megsemmisíti egymást. A positiv és negativ számokat 
ellentett mennyiségeknek is nevezik.
A jelből, együtthatóból és egy vagy több jel 
nélkül egymás mellé írt betűből alkotott algebrai 
kifejezést egytagúnak (monom) nevezzük Ilyenek: 
a3, 4a2b, — 5cx4 és a többi. A -j-, vagy — jellel össze­
kapcsolt kifejezéseket összetett algebrai kifejezéseknek 
hívjuk, még pedig a tagok száma szerint: kéttagú­
nknak (binomj, háromtagúaknak (trinom) és több­
tagúnk nak (polynom). Ilyenek :
fv у
5a4 — 9b3; 7c2 — 2d —j— 6a3; — —J— 3y —j— —— 15ax2y3z.
Ha a többtagú algebrai kifejezésben ugyanazon 
betűmennyiségnek különböző hatványai fordulnak 
elő, akkor az áttekintés megkönnyítése czéljából a 
tagokat az illető betű fogyó vagy növekedő hatványai 
szerint rendezhetjük. Pl.
Fogyólag: x4—. 3x3 -f- 5x2 -)- 6x -j- 4;
Növekedőleg: 4 —j- 6x —(— 5x2 — 3x3 -|- x4.
Az olyan algebrai kifejezést, mely gyökjelet nem 
tartalmaz rationalisnak, a gyökjelet tartalmazót pedig 
irrationalisnak hívjuk. Pl. 5x2-}- 6y rationalis, ab-j-^ c 
irrationalis kifejezés.
Az osztási jelet nem tartalmazó algebrai ki­
fejezés egész, ellenben az ily jelet tartalmazó tört 
kifejezés. Pl. b 4- c
a3-)- 3a2b -j- 3ab2 -f- b8 egész, a3------ ~o~  “f" be tört
kifejezés.
Az egytagú algebrai kifejezésnek valamely be- 
t • e vonatkozatott fokát az illető betű exponense,
6több betűre vonatkoztatott fokát pedig az illető betűk 
exponenseinek összege szabja meg. Pl. 5a3b2c3 ki­
fejezés a-ra nézve 3-ad, b-re nézve 2-vel, c-re nézve 
3-ad, mind a 3 betűre nézve 8-ad fokú. A többtagú 
algebrai kifejezésnek egy betűre vonatkoztatott fokát 
az illető betű legmagasabb hatványa határozza meg. 
Pl. ax5 — bx4 —  ex2 -j- d kifejezés x-re nézve 5-öd fokii.
Homogénnek az olyan többtagú algebrai kifeje­
zést nevezzük, a melynek tagjai az azokban foglalt 
különböző betűmennyiségekre vonatkoztatva egyenlő 
fokúak. Pl. 4x2y -j- 5xy3 — <3x3 -j- 7y3. Itt valamennyi 
tag 3-ad fokú. Ez a kifejezés homogén.
Az olyan mennyiségek, melyekben ugyanazon 
betűk ugyanazon exponensekkel ellátva fordúlnak 
elő egyneműek, noha különböző jellel és coefficienssel 
bírnak. Ha két mennyiségben a betűmennyiségek, 
vagy az exponensek különbözők, akkor azok kilön-
5
neműek. Pl. 5a2, — 7a2; 8xy3, 3xy3; — x2y, — 2xay
egynemű, 3xy2z, 5x2yz; a, — 3ab stb. különnemű 
mennyiségek.
Az egynemű mennyiségek összevonhatók, azaz 
egyetlen velük egyenlőértékű taggá egyesíthetők. Az 
összevonás a következő szabály szerint végezhető. 
Ha az összevonandó tagok egyenlő előjellel Lírnak, akkor 
a közös előjelet megtartjuk, a coefficienseket összeadjuk 
s a közösen előforduló betűmennyiségeket exponenseikkel 
együtt felírjuk. Ha az összevonandó tagok különböző 
előjelűek, akkor: összeadjuk előbb a positiv, majd a 
negativ tagok coejficienseit; azután az így nyert nagyobb 
összegből levonjuk a kisebbiket; a különbség elé a 
nagyobbik szám jelét írjuk, végül a megtalált szám 
után egyszer leírjuk a tagokban szereplő valamennyi 
betűt megfelelő exponensével együtt. Pl. Vonjuk össze 
a következő kifejezést:  8a2b — 5a8b - j -  7a2b — 6a2b. 
A positiv tagokból lesz: 15a2b ; a negativ tagokból 
pedig: — l l a 2b; a kettő együtt:
15a2b — l l a sb =  4a2b-
Ha valamely algebrai kifejezésben a betűmennyi­
ségek helyére bizonyos számokat írunk, akkor be­
helyettesítést végzünk. Valamely algebrai kifejezés 
számértékének azt az értéket nevezzük, melyhez akkor 
jutunk, ha a behelyettesített számokon a kijelentett
7műveleteket elvégezzük. Ha felteszszük, hogy az 
a3b +  5a (b — 2c) +  2c2 — 3ac kifejezésben : a =  3, 
b =  4, c =  1, akkor :
a3b +  5a(b — 2c) +  2c2 — 3ac =  33.4 + 5 .3 (4  — 2 )+  
+  2 . 1 2 — 3 .3 .1  =  27.4 +  15.2 +  2 — 9 =  140 — 
— 9 =  131.
Az egyenlőség jelével összekapcsolt algebrai ki­
fejezéseket egyenleteknek hívjuk.
2. §. Algebrai mennyiségek összeadása.
Az algebrai összeadás czélja több adott algebrai 
kifejezésnek — az összeadandóknak — egyetlen-egy- 
gyé — az összeggé (summa) — való egyesítése oly 
módon, hogy a nyert új kifejezés számértéke az adott 
kifejezések számértékeinek összegével legyen egyenlő.
Minthogy a +  b éppen annyi egységet tartalmaz, 
mint b +  a; ennélfogva я +  5 =  й +  я, azaz: az 
összeg értéke nem változik, ha az összeadandó részek 
sorrendjét megváltoztatjuk.
Algebrai mennyiségeket иду adunk össze, hogy 
azokat jeleikkel egymás mellé Írjuk, azután az előfor­
duló egynemű mennyiségeket összevonjuk. Hogy e sza­
bályt igazoljuk, legyen az a +  5 kéttagúhoz a c — d 
kéttagú kifejezés hozzáadandó, akkor ha c-t hozzá­
adjuk az a +  ó-hez, lesz : a +  b +  c. Azonban a +  b- 
hez csakis a d-vel kisebbített c adandó, így tehát 
az a — b -+ c összeg a kelleténél d- vei nagyobb s így 
abból még d egység elveendő, miáltal:
(a +  b) +  (c — d) =  a +  b +  c — d, 
tehát a szabály igazolást nyert.
Az egynemű tagok összevonásának megkönnyeb­
bítésére azokat egymás alá írjuk. Pl.
4a> — 3b3 +  2c 
— 3a2 +  2b3— c 
2a2 — b3 — 3c 
3a* — 2b3 — 2c
Az algebrában az összeadás nem von mindig — 
mint a számtanban — értéknövekedést maga után, 
hauem csakis akkor, mikor az összeedandó részek 
positiv mennyiségek. Ha я-hoz — b adandó, akkor e 
két szám algebrai összege: a — b kisebb, mint a ma­
gában véve volt.
83. §. Algebrai mennyiségek kivonása.
Az algebrai kivonás czélja két adott algebrai 
kifejezéshez — a kisebbítendő- és lcivonandóhoz — oly 
harmadikat — a különbséget — keresni, melynek 
számértéke a kivonandó számértékéhez adva a kiseb­
bítendő számértékére vezet.
Az algebrai kivonást úgy végezzük el, hogy a vál­
tozatlan kisebbitendőhöz hozzácsatoljuk a kivonandót 
oly módon, hogy minden tagjának jelét ellenkezőre vál­
toztatjuk s azután az előforduló egynemű mennyiségeket 
összevonjuk.
íg y : 1) az a és b egytagúak különbsége lesz: 
a — b; 2) az a és — b egytaguaké: a - f b ;  3) az 
a-\-b — c és d — e -\- f többtagúaké : a-\-b—c—d-\-e—f .
Hogy ezeket az eredményeket igazoljuk, csakis 
azt kell tekintetbe vennünk, hogy a kivonásnál: 
különbség -j- kivonandó — kisebbítendő;
tehát:
1) (a — b) -f- b =  a,
mert -)-b  és — b ellentett mennyiségek egymást meg­
semmisítik, hasonló okból:
2) (a -j- b) — b =  a
3) (a +  b - c  — d +  e +  f) +  (d—e + f)  =  a + b - c .
Az algebrai kivonás, amint a 2) alatt foglalt 
esetből kiderül, a számtani kivonástól eltérőleg, nem 
jelent mindig érték-kisebbedést. Valóban, ha azt a 
kérdést vetjük fel, mily nagy A és В  pénzbeli álla­
pota között a különbség, feltéve, hogy A  zsebében 
10 korona van, .S-nek pedig 5 korona az adóssága, 
azaz — 5 korona a vagyona, akkor erre a felelet: 
különbség =  10 — (— 5) =  10 — 5 =  15 korona. 
Tényleg H-nek 15 koronát kellene kapnia, hogy 
vagyoni állapota elérje az A-ét.
Hogy az egynemű tagok összevonását könnyeb­
ben végezhessük, azokat egymás alá írjuk, tehát ha:
5a2x — 6ax2 -\- 7cx3. többtagúból kivonandó 
3a2x — 4ax2 -j- 5cx3, akkor lesz :
5a2x — 6ax2 -j- 7cx3 
— 3a2x -)- 4ax2 — 5cx3 
2asx — 2aX2 -j- 2cx3.
9Ha a többtagúak kivonását csakis ki akarjuk 
jelölni, akkor a kívonandót zárójel közé teszszük s 
a zárójel elé írjuk a kivonás jelét. A zárójel fel­
bontásánál természetesen elvégezzük a kijelölt műve­
letet, azaz a zárójelben foglalt tagok jeleit ellenkezőkre 
változtatjuk. Legyen pl.a-ból kivonandó —Ъ-\-с—d-\-e, 
akkor a művelet
a) kijelölve lesz:
a — (— b-}-c — d-j-e)
b) elvégezve :
a-j-b  — c d — e.
4. §. Algebrai mennyiségek szorzása.
Az algebrai szorzásnál olyan, szorzat-пак nevezett 
mennyiséget keresünk, a mely nagyságra és előjelre 
nézve úgy van összetéve a szorzandóból, mint a szorzó 
a positiv egységből.
E meghatározásból folyólag:
1) iBármely mennyiség az egységgel szorozva ön­
magát adja szorzatul, mert a 'X .l  annyit jelent, hogy 
a  egyszer veendő összeadandóul s így а X  1 — a.
2) Bármely mennyiség zérussal szorozva zérust ad 
szorzatul, mert a-t Ö-sal szorozni annyit jelent, mint 
a-ból olymódon származtatni új számot, amint 0 szár­
mazott a positiv egységből, ámde 0 az egységnek 
egyszer összeadandóul és egyszer kivonandóul való 
vétele révén jött létre s így: 1 —1 =  0 =  a — a; 
tehát: а X  0 — 0.
3) A  szorzat értéke nem változik, ha a tényezők 
rendjét megváltoztatjuk:
ab — b a ; abc =  acb =  bac =  bca stb.
4) A szorzat jelére nézve a szorzási művelet meg­
határozásából következik, hogy a hányszor a szorzó elő­
jele a positiv egységével megegyezőleg positiv, mind­
annyiszor a szorzat jele olyan lesz, mint a szorzandóé; 
ellenben, a hányszor a szorzó jele a positiv egységétől 
eltérőleg negatív, mindannyiszor a szorzat jele ellenkező 
lesz, mint a szorzandóé; képletileg:
í) + X  + = + ;  2) — X +  =  —; 3 ) + x  —=  —;
4) — X  — =  + •
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Ezt a szabályt röviden így foglalhatjuk össze: 
egyenlő jellel bíró két tényező positiv, különböző jellel 
bíró két tényező negativ előjelű szorzatra vezet. — Több 
tényező esetében: a szorzat positiv, ha valamennyi 
tényező positiv, vagy ha a negativ tényezők száma 
páros; ellenben a szorzat negativ, ha a negatív tényezők 
száma páratlan.
A szorzásnál a következő eseteket kell sorban 
tárgyalnunk, miként szorzandó: 1) egytagú mennyiség 
egytagúval; 2) többtagú egytagúval; 3) többtagú 
másik többtagúval ?
1) Valamely egytagú kifejezésnek egy másik 
egytagúval való szorzásánál az előjelekre, coefficiensek- 
re, a közösen előforduló betűkre és azok exponenseire 
kell figyelmünket fordítanunk. Az előjelre nézve már 
ismerjük a szabályt; a coefficiensek a hozzájuk tar­
tozó mennyiségek szorzói lévén (1. §.) megszorzandók 
egymással; az egyenlő alappal bíró hatvány mennyisé­
gek szorzása pedig akként eszközlendö, hogy az alapot 
megtartjuk s a tényezőkben szereplő exponenseket össze­
adjuk, mert pl. asX a4 =  a -°-a'X a • « ■ ® • a = a 3+4 =  a7 
s általánosabban : am . an =  am+n. Ezeket szem előtt 
tartva, bármilyen egytagú mennyiségnek egy másik­
kal való szorzását elvégezhetjük. Legyen pl.:
a) 5x2. 3x3y =  15x6y ; b) 7xy3 — 4x2y2 =  — 28x8y5;
c) — 9a3b2c . 4ab2c3 =  — 36a4b4c4;
d) — 7x2. — 5y2 =35x2y2.
2) Valamely többtagú mennyiséget egytagúval úgy 
szorzunk, hogy a többtagú minden tagját megszorozzuk 
a szorzóval és a részszorzatokat összeadjuk. P l.:
(x-f у - f  z). a =  (x +  y -fz) +  (x + y  +  z) +  (x -^y+ z) 
a-szor, azaz kifejtve:
(x -}- У +  z ) . a =  ax -j- ay -f- az.
Ha valamely algebrai összegben egyenlő szorzó 
fordul elő az egyes tagokban, az kiemelhető, így az 
ax -j- ay -j- az összegből közös tényezőül kiemelhető 
az a, miáltal lesz:
ax -f- ay -j- az =  a . (x -j- у -j- z).
3) Valamely összetett algebrai kifejezést egy másik 
összetett kifejezéssel úgy szorzunk, hogy az egyiknek 
minden tagját megszorozzuk a másik kifejezés minden 
tagjával s az így nyert részszorzatokat összeadjuk. E 
szabály igazolására legyen: (a —j— b —j—с) X  (x -j- у -|-z .
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Jelöljük egyelőre az (x -f- у -f- z) összeget m-mel7 
akkor lesz:
(a -)- b -j- c ) . m =  am -)- bm -f- cm ; 
vagy m értékét helyettesítve:
(a +  b - f  c ) . (x +  y + z )  =  a (x + y + z )  +  b (x+ y-j-  
+  z) +  c (x +  у +  z).
Az egyenlet jobb oldalát a 2) alatt megismert 
szabály szerint fejthetjük ki s akkor kimondott 
tételünk igazolást nyer.
A többtagúak szorzásánál, ha a tényezők vala­
mely betű hatványai szerint rendezett kifejezések, 
czélszerű a részszorzatokat egyegy taggal jobb felé 
írni, mivel az ilyenkor egymás alá kerülő tagok 
gyakran összevonhatók. Legyen pl.:
5a4 — 3a3 -j- 4a3 — 3a -|- 4 szorzandó
7a3— 3a3 -J- 5a — 1 szorzó 
35a7 — 21 a® — 28a6 — 21a4 28a3
— 15ae-(- 9a6 — 12a4 9a3 -j- 13a3
-j- 25a6 — 15a4 -f- 20a3 — 15a3 — 20a
— 5a4 +  За3— 4a3 -f  3a +  4
35a7 — 36ae-(-62a6 — 53a4-)- 4a3— 7a3— 17a-)-4 
szorzat.
5. §. Nevezetes szorzat-alakok.
1) Két mennyiség összege szorozva a lcét mennyiség 
különbségével, szorzatul a mennyiségek négyzeteinek 
különbségét adja:
(a -(- b) (a — b) =  a3 — b3.
A szorzás tényleges elvégzése a tételt igazolja.
2) A kéttagú kifejezés négyzete háromtagú összeg, 
melynek részei az első tag négyzete, az első és második 
tag kétszeres szorzata és a második tag négyzete:
(a +  b)3 =  fa - f  b) (a +  b) =  a3-)-2ab +  b3;
(a — b)3 =  (a -  b) (a — b) =  a3 — 2ab -f- b3.
Ha háromtagú kifejezésnek kívánjuk a négyzetét 
előállítani, akkor a két első tagot egynek tekintjük 
s a négyzetet a most megismert szabály szerint fejt­
jük ki; így:
a- j-b4-c)3=  f (a —)- b) —{— c]* 12 =  (a-fb )2-f- 2 (a+ b ) c-)- 
-J- c3 =  a3 -f- 2ab —)— ba —(— 2ac -f- 2bc -f- c2.
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Háromnál több tag esetében:
(a +  Ъ +  c +  d)* =  [(a +  b +  c) +  dj2; (a -f-b -fc -f-  
-j- d -j- e)2 =  [(a - j -  b -f- c - f -  d) -)- e]2 stb.
3) A  kéttagú kifejezés köbe négytagú összeg, mely­
nek részei az első tag köbe, az első tag háromszoros 
négyzete szorozva a második taggal, a második tag 
háromszoros négyzete szorozva az első taggal és a 
második tag köbe.
(a +  b)3 =  ía-pb)2. (a-)-b) =  a3 3a2b -J- 3ab2 -f- b3; 
(a — b)3 =  (a — bj2. (a — bj =  a3 — 3a2b -J- 3ab2 — b3.
Kettőnél több tag esetében:
(a-r-b-)-c)s =  [(a —}-b) —1—c]3= (a  —}— b)8—3 (a-j-b)2.c-f- 
—{— 3 (a—pb) c2 —|— c3 =  a3 — 3a2b +  3ab2 +  b3+ 3 a 2c-f- 
-j- 6abc -|- 3absc -)- 3ac2 -j- 3bc2 -)- c3;
(a -j- b -f- c -f- d)s == [(a b -p c) -j- d]3 stb.
4) Minthogy a tizes számrendszerbeli számok 
10 fogyó hatványai szerint rendezett kifejezésekül 
•tekinthetők; ennélfogva azok négyzetét és köbét 
úgy ámíthatjuk elé, mint az algebrai összegekét. 
Legyen pl.:
5272 =  ( 5 .102 +  2.10 +  7)2 =  250000 =  25
20000 20 
400 4
7280 728
49 49
277729 277729
Azaz: a tizes számrendszerbeli számok négyzetre 
emelésénél képeznünk kell a legmagasabb számjegy 
négyzetét, azután minden következő számjegy két részt 
ad, tudniillik kétszeresének szorzatát az előtte álló szám­
mal és a négyzetét; minden újabb sort egy számmal 
jobbra írunk az előző alá. Tehát:
31242 =  9
6
1
124
4
2496
16
28
49
0 0729.
9759376.
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A  köbre emelésnél képezzük a legmagasabb rendit, 
számjegy köbét, azután minden következő számból három 
részt nyerünk t. i. annak háromszorosát megszorozva 
az előtte álló szám négyzetével; a háromszoros négyzetét 
megszorozva az előtte álló számmal és a köbét. A  fe l­
írás módja olyan, mint a négyzetre emelésnél. P l.:
2343 =  8 
36 
54 
27 
6348 
1104 
64
12812904
2343 =  8 
36 
54 
27
6348
1104
64
12812904.
6. §. Algebrai mennyiségek osztása.
Az osztás czélja két adott mennyiségből, az 
osztandóból és az osztóból egy oly harmadikat, a 
hányadost vagy quotienst meghatározni, a mely az 
osztóval megszorozva az osztandót adja szorzatul. A 
hányados ilyformán azt mutatja, hogy hányszor lehet 
az osztót az osztandóból kivonni.
Az osztás meghatározásából következik, hogy:
1) Ha két mennyiség szorzatát a mennyiségek egyi­
kével elosztjuk, a másikat nyerjük hányadostul:
ab : a =  b.
2) Az osztandó egyenlő az osztó és a hányados 
szorzatával. H a: a :b  =  c, akkor: a*=bc.
3) Bármely szám önmagával osztva az egységet, 
az egységgel osztva önmagát adja hányadosul:
a : a =  1, a : 1 — a.
4) A  szorzásnál megismert jelszabály az osztásnál 
is érvényes, azaz: két mennyiség hányadosa positiv 
vagy negativ a szerint, amint a két menngiség előjele 
megegyező vagy ellenkező.
ő) A  0 bármely számmal osztva zérus hányadost 
a d ; véges szám pedig zérussal osztva végtelen nagyot 
('jele OO) ad hányadosul, mert a-1 0-ból 0-szor, zérust 
pedig ff-bői végtelen sokszor lehet elvenni:
0: a =  0; a : 0 =  OC.
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6) Ha ugyanazon alap különböző hatványai fo r ­
dulnak elő az osztandóban és az osztóban, akkor a 
hányadosban az alapot megtartjuk oly kitevővel, melyet 
úgy nyerünk, hogy az osztó exponensét az osztandóéból 
kivonjuk: &m . a„ =  am_n . a7. a4 =  аз
Itt most m és и-re nézve három eset lehetséges: 
a) m n, akkor: mm : an =  am—n. 
ß) m =  n, akkor: rnm:a m= l ,  ámde: am : am =  
=  ara—m =  a°, tehát: a° =  1.
Bármely szám 0 hatványra emelve egygyel egyenlő, 
f) m n, akkor m — n negativ szám és pedig: 
m — n == — (n — m). Legyen n — m =  p, akkor 
m — n =  — p s így:
am : a" - am~n =  a- p
másfelől:
am 1 1am : an =  am : am . an-ra =  ------------ - = ----- = -----
11111L11 .
a-P = ----.ap
Ezen utolsó egyenlet szerint: negativ exponens­
sel biró szám csakis az osztásból eredhet, mégpedig 
olyankor, mikor az osztandó exponense kisebb az 
osztóénál s így az ilyen alakú kifejezés tulajdonképen 
oly törttel egyenlő, melynek számlálója az egység, 
nevezője pedig az igenleges kitevővel vett hatvány­
mennyiség.
Az algebrai osztás kivételénél négy eset lehet­
séges ; és pedig: a) az osztandó és az osztó egytagú 
kifejezés; b) az osztandó többtagú, az osztó egytagú; 
c) úgy az osztancfo, mint az osztó többtagú kifejezés, 
végre d) az osztandó egytagú, az osztó többtagú.
Lássuk sorban ezen eseteket:
a) Ha az osztandó és az osztó egytagúnk, akkor 
a hányados is egytagú; a hányados előjelét az ismert 
szabály szerint állapítjuk meg, azután az osztandó 
coefficiensét elosztjuk az osztóéval, vagy ha az osztás 
tényleg nem végezhető, akkor azt törtalakban ki­
jelentjük; a betűmennyiségekre nézve, amennyiben 
azok egyenlő alappal biró hat vány menny iségek, a 
6. pontban foglalt szabályt követjük, a mennyiben 
pedig az osztóban és az osztandóban különböző
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betűk fordulnak elő, azokra nézve a műveletet csak 
kijelentjük. P l.:
vagy :
56a6b3c2: 8a3b2c =  7a2bc; 
49x7y523: 7x4y2 =  7x3y3z3.
Nem végezhető' el az egytagúak osztása: ha az 
osztó coeííiciense nincs meg maradék nélkül az osz- 
tandóéban; ha az osztóban valamely betű exponense 
nagyobb, mint ugyanazé az osztandóban; végre ha 
az osztó valamely betűmennyisége hiányzik az osz- 
tandóból. P l.:
27a6b3e 15a3b2c3d 27a6b3c15a3b2c3d
9a2b
5c2d’
b) Ha az osztandó többtagú, az osztó pedig egy­
tagú, akkor az osztandó minden tagját elosztjuk az 
osztóval. A 4. §. 2. pontja szerint:
(x —f- у -j- z ) . a =  ax -j— ay -)- az.
lesz:
Ha most a szorzat és az egyik tényező van adva,
ax -f- ay -J- az ay :X +  y +  z.
Pl.: (36x2y -)- 27x3y2 — 15x4y3) : 3x2y =  12 —(— 
-j- 9xy — 5x2y2.
c) Ha úgy az osztandó, mint az osztó többtagú, 
akkor legelőször mind a kettőt rendezzük ugyanazon 
betű fogyó vagy növekedő hatványai szerint; azután 
az osztandó első tagját elosztjuk az osztó első tagjával, 
a kijövő eredmény lesz a hányados első tagja s azzal 
az egész osztót megszorozván, a szorzatot az osztan- 
dóból levonjuk. Most folytatjuk a műveletet, neveze­
tesen a nyert maradék első tagját elosztjuk az osztó 
első tagjával, a kijövő eredmény lesz a hányados máso­
dik tagja, melylyel az osztó minden tagját meg­
szorozzuk s a nyert szorzatot az osztandóból levon­
juk. A talált második maradék első tagját ismét el­
osztjuk az osztó első tagjával s így tovább mindaddig 
folytatjuk ezt az eljárást, amig a maradék 0, vagy 
az osztónál kisebb szám, amit a rendezett betű­
mennyiség alacsonyabb foka jelez. Ilyen esetben a 
nyert hányadoshoz hozzáadjuk utolsó tagúi azt a 
tört kifejezést, melynek számlálója az utolsó mara­
dok, nevezője az egész osztó.
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Hogy az osztási eljárást igazoljuk, csakis az 
ugyanazon betű növekedő, vagy togyó hatványai sze­
rint rendezett többtagú mennyiségek szorzására kell 
visszagondolnunk; e szerint az osztandó első tagja 
nem más mint az osztó és a hányados első tagjainak 
pontos, mással össze nem vont szorzata. Ha tehát 
azt elosztjuk az osztó első tagjával, akkor tényleg 
csakis a hányados első tagját kaphatjuk. Ha most 
kivonjuk a hányados első tagjának az osztóval való 
szorzatát az osztandóból, akkor a maradék nem lehet 
más, mint a hányados többi tagjának az osztóval 
való szorzata; másfelől e maradék első tagja nem 
más, mint a hányados második tagjának az osztó első 
tagjával való pontos, mással össze nem vont szorzata. 
Ha tehát azt az osztó első tagjával elosztjuk, meg­
kapjuk a hányados második tagját. Ha most a hánya­
dos második tagjának az osztóval való szorzatát a 
hányadosból levonjuk, a második maradékhoz jutunk, 
melyre nézve ugyanaz áll, mint az előbbire. Ily- 
formán az osztási eljárás igazolást nyert. Legyen pl.
(35a7 — 36ae - f  62a6 — 53a4 - f  4a3 — 7a* 12 — 17a+41: 
(5a4 — 3a3 - f  4a2 — 3a — 4) =  
=  7a3— 3a3-j-5 a— 1 
— 35a7 +  21a3 — 28a6 +  21a4 +  28a3
— 15a3 +  34a6 — 32a4 -j- 32a3 — 7a2— 17a+4
— 15a3— 9a6 -|- 12a4— 9a3 — 12a2
25a6 — 20a4 -J- 23a3 — 19a2 — 17a-j-4 
— 25a6 -f- 15a4 — 20a3 -f- 15a2 —20a
— 5a4-)- 3a3— 4a2 —j— 3a-j-4 
-j- 5a4— 3a3 —)— 4a2— 3a—4 
~ 0
Ha két négyzet különbségét az alapok különb­
ségével osztjuk, az alapok összegét, ha pedig ugyan­
azon osztandót az alapok összegével osztjuk, az ala­
pok különbségét kapjuk hányadosul:
(a2—b2):(a — b) =  a-j-b; és: (a2 —b2):a-)-b) =  a — b
Általában:
1) Egyenlő fokú hatványok különbsége az alapok, 
különbségével mindig osztható.
2) Egyenlő fokú hatványok összege az alapok
különbségével sohasem osztható.
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3) Egyenlő fokú hatványok különbsége az alapok 
összegével csakis akkor osztható, mikor a kitevő 
páros szám.
4) Egyenlő fokú hatványok összege a gyökök 
összegével csakis akkor osztható, ha a kitevő párat­
lan szám.
Ezek szerint: (xm — am) : (x — a) =  maradék 
nélküli hányadossal; (xra -j- am) : (x — a) maradék 
nélkül nem végezhető; (xm — am) : (x - f  a) maradék 
nélkül végezhető, ha m páros és (xm -j- am) : (x - f  a), 
ha m páratlan szám.
d) Ha az osztandó egytagú, az osztó pedig több­
tagú kifejezés, akkor ha a hányadost nem akarjuk 
egyszerűen törtalakban kijelölni, az osztandót olyan 
többtagúnak tekintjük, melynél az elsőt követő tagok 
eoefficiensei zérussal egyenlők; így tehát itt a c) alatt 
foglalt szabály szerint végezhetjük az osztást. P l.:
va&7 • a : (1 -{- a) =  a — a2 - f  a3 — ..........
— a — a2 
— a2
- f  a2 - f  a3 
- f a 3.
Itt a maradék sohasem lesz zérus, hanem az 
osztást tetszőleges számú tagig folytathatjuk.
A geometriai haladvány. Az osztás néha saját­
ságos hányados alakra vezet, így :
i-q *  
i  q i - f q - r q a+ q 3ésYZf[
= i +  q +  q2; 
i+ q + q H '- '+ q " -
A  számoknak olyan sorait, mint az itt megismertek, 
melyeknél bármely tag az előtte állóval elosztva ugyan­
azon hányadosra vezet, geometriai haladványnak hívják.
Tehát: 1, 4, lé, 64 stb. geometriai haladvány.
A geometriai haladvány növekedő vagy fogyó, 
a szerint, amint tagjai nagyobbodnak vagy kiseb­
bednek. .
Az a szám, a mely megmutatja, hogy bármely 
tag hányszor van meg az utána állóban a geometriai
L é  V а  у  : A lg eb ra .
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haladvány hányadosa vagy quotiense. Felvett példánk­
ban q a quotiens, 1 az első tag, n a tagok száma,
1— qn . . .  , .-—— =  sn az n tag összege es qn_I == an az и-ik tag.
Ha az első tag nem 1, hanem a, akkor lesz :
a . qq_ 1- =  a +  aq +  aq* - f  . . . +  aq"-1; 
itt a az első tag, n a tagok száma, q a quotiens,
a„ =  aq"-1 az utolsó] (n-ik) tag és sn =  a . ----- —
a tagok összege.
Feladat. Keressük meg az 1, 3, 9, 27 . . . geom. 
haladvány 7-ik tagját és 7 első tagjának összegét. 
» _ 1 . qn — 1 1 — q11
q—1 1 — q
21  7 7 __1
képletekből: a7 =  l . 36 =  729és s7 =  l . — ——  =1088.
7. §. Oszthatóság; törzstényezőkre bontás; a leg­
nagyobb közös osztó és a legkisebb közös többes 
kikeresése.
Ha valamely szám egy másikkal maradék nélkül 
osztható, akkor az előbbi többszöröse az osztónak, az 
osztó pedig mértéhe az adott számnak. — Az olyan 
számokat, a melyek önmagukon kívül csakis az egy­
séggel oszthatók, törzs- vagy primszámoknak nevezzük. 
Azokat a számokat, melyek az egységen és önma­
gukon kivül más számokkal is oszthatók, összetett 
számoknak hívjuk. — Valamely szám primszámosz- 
tói az illető szám törzstényezőit alkotják. Minden 
szám mint törzstényezőinek szorzata állítható elő; 
a művelet, a melylyel ezt végezzük, a számok fe l­
bontása törzstényezökre. Egyszerű algebrai kifejezések­
nél maguk a betűk tekintetnek törzsszámoknak, pl. 
mnp =  m . n . p, vagy : 5a3bc3 =  5 . a . a . b . c . e . c .  — 
Összetett algebrai kifejezéseket nem mindig sikerül 
így felbontani. Két négyzet különbségét, vagy a 
kéttagú négyzetét és köbét tudjuk tényezőkre bon­
tani (5 §.), hasonló módon sikerül a felbontás akkor 
is, ha a tagok közös tényezőt foglalnak magukban, 
mert akkor azt kiemeljük. (4. §.) Más esetekben a fel­
bontás már sokkal nehezebb. Egy módszert említünk
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itt csak fel, amely néha sikerrel alkalmazható a 
többtaguak felbontására.
Legyen a felbontandó kifejezés : 15a2-j-8a— 7, 
akkor az első’ és harmadik tagot két-két szorzóra 
bontjuk, így: 15a2 =  15a.a és: —7 =  —7.1, azután 
képezzük az első tag első tényezőjének a harmadik 
tag második, és az első tagmásodik tényezőjének a har­
madik tag első tényezőjével való szorzatát; ha e szor­
zatok összege kiadja a középső tagot, akkor a felbon­
tott számok első tényezői jeleikkel egymás mellé írva 
adják az első szorzót, a második tényezők a második 
szorzót. Tehát: 15 . a . 1 =  -(- 15a és a .—7 =  —7a. 
Most 15a —7a =  8a ez éppen a középső tag s így 
a felbontás helyes, a miből : 15a2 —{— 8a —7 =  (15a—7) 
(a -j- 1). A czélszerűbb berendezés lesz :
15a2 +  8a — 7 
15a \  у — 7 
a 1
8a
s így: 15a2 -j- 8a — 7 =  (15a — 7) (a -j- 1)
Vagy legyen felbontandó :
21x2 -j- 2x — 3
Зх. < X =  21X2 J yx 3 }3-— 1 =  — 3
9x — 7x =  2x
és : 21x2 +  2x — 3 =  (Зх — 1) (7x +  3)
Azt a számot, a mely két vagy több adott szám­
ban maradék nélkül található az illető számok közös 
mértékének nevezzük. Az olyan számokat, a melyek­
nek, az egységtől eltekintve, nincs közös mértékük 
viszonylagos törzsszámoknak (relatív primszámok) 
hívjuk. Azt a legnagyobb számot, melylyel két vagy 
több adott szám maradék nélkül osztható, az illető 
számok legnagyobb közös osztójának mondjuk. Ha két 
vagy több szám. egy és ugyanazon számmal osztható, 
akkor azok összege, különbsége, az illető számok több­
szörösei, a számok osztásából származó osztási mara­
dói szintén osztható a közös mértékkel. — Két szám 
legnagynbb közös osztójának értéke nem változik, ha az 
egyiket oly számmal szorozzuk vagy osztjuk, a mely a 
másiknak nem tényezője.
2*
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Az olyan legkisebb számot, a mely két vagy több 
adott számmal maradék nélkül osztható, az illető szá­
mok legkisebb közös többszörösének nevezzük. A követ­
kezőkben: a) a legnagyobb közös osztó; b) a legkisebb 
közös többszörös meghatározási módjaival fognak 
foglalkozni.
a) A  legnagyobb közös osztó meghatározása: 1) vagy 
törzstényezőkre bontással; 2) vagy osztással történik.
1) A  legnagyobb közös osztó meghatározását törzs­
tényezőkre bontással úgy végezzük, hogy kikeressük 
az adott számok törzstényezőit, ezek közül a vala­
mennyi adott számban előfordulókat megszorozzuk 
egymással, ez a szorzat lesz az adott számok 
legnagyobb közös osztója. Pl. 255 és 330-ra nézve: 
255 =  3 .5 .1 7 ; 330 =  2 .3 .5 .11 s így : 1. n. k. o. =  
=  3 .5  =  15. Vagy: 8a2bc2 és 6ab2c3-ra. 8a2bc2 =  
=  2 . 2 . 2 . a . a . b . c . c ;  6ab2c3 =  2 .3 .a .b .b .c .c .c ;  
s így: 1. n. k. o. =  2abe2.
Minthogy az összetett kifejezések tényezőkre 
bontása csak ritkán sikerül, azért ezt a módszert 
azok legnagyobb közös osztójának meghatározásánál 
nem igen alkalmazhatjuk, hanem az osztási módszert.
2) A  legnagyobb közös osztó meghatározása osztás 
segítségével úgy történik, hogy a nagyobbik számot 
elosztjuk a kisebbikkel, ha maradékot nem kapunk, 
akkor a kisebbik a két szám legnagyobb közös osz­
tója; hogyha azonban maradékhoz jutunk, akkor az 
osztót a maradékkal elosztjuk, majd ha ismét mara­
dékhoz jutunk, az első maradékot elosztjuk a máso­
dikkal és így tovább, mindaddig, amig zérus a 
maradék, ekkor az utalsó osztó lesz a két szám leg­
nagyobb közös osztója. Pl. a) 7425 és 4875-re nézve.
7425 : 4875 =  1;
2550
4875 : 2550 =  1
2325
2550 : 2325 =  1 
225
2325 : 225 =  10 
75
225 : 75 =  3
0
E két szám legnagyobb közös osztója 75.
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ß) 2x3— 13xa-j-23x— 12 és 2x2— 5x-j-3-ra.
(2x3 — 13xa - f  23x —12): (2xa — 5 x + 3 )= x  —4 
2x3 — 5x2 -f- 3x
— ~~b —
— 8xa +  20x — 12
— 8xa -f- 20x — 12
4- — 4~
0
2x2 — 5x -j- 3 a legnagyobb közös osztó.
Kettőnél több szám esetében előbb meghatározzuk 
két szám legnagyobb közös osztóját, azután az így 
talált értéknek és a harmadik számnak legnagyobb 
közös osztóját és így tovább, a legutoljára talált 
legnagyobb közös osztó lesz az összes adott számok 
legnagyobb közös osztója.
Ha a legnagyobb közös osztó kikeresésénél vala­
melyik osztandó számbeli coefficiense nem lenne 
osztható az osztóval, akkor az osztandót megszoroz­
hatjuk oly számmal, a mely a másiknak nem ténye­
zője, de a mely által az osztás egész számú hánya­
dosra vezet. Pl. keresendő:
10xa-{-14x— 12 és 7x2 -f- 22x -)- 16
legnagyobb közös osztója. Az elsőt megszorozzuk 
7 -tel lesz:
(70xa +  98x — 84): (7xa - f  22x - f  16) =  10 
— 70xa + 220x + 160
— 122x — 244 itt — 122-vel rövidíthetünk,
lesz : X -j- 2 és :
(7x2 -f- 22x 4- 16): (X +  2) =  7x +  8 
— 7x2 _+ I4x
8x -j- 16 a; —1— 2 a legnagyobb közös osztó.
— 8x ±  16
0
b) A  legkisebb közös többes kikeresése: 1) törzs­
tényezőkre bontással; 2) a legnagyobb közös osztó 
segélyével történhetik.
1) Egytagú kifejezések legkisebb közös több­
szörösét úgy határozzuk meg, hogy előállítjuk a 
coeffíciensek legkisebb közös többesét és e mellé írjuk
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az egyes kifejezésekben előforduló betííke1 a mutat­
kozó legmagasabb hatványon. PL:
8a2b2c, 70ab2d, 35a3bc
legkisebb közös többese: 280a3b2cd
Minthogy az összetett kifejezések tényezőkre 
bontása ritkán sikerül, azért ezek legkisebb közös 
többszörösét leginkább a második módszerrel hatá­
rozzuk meg.
2) Két összetett kifejezés esetében úgy határozzuk 
meg a legkisebb közös többszöröst, hogy mindenek­
előtt kikeresssük azok legnagyobb közös osztóját, 
azzal elosztjuk az egyik adott számot s az így nyert 
hányadossal megszorozzuk a másikat; ez a szorzat 
lesz a keresett legkisebb közös többszörös. Legyen 
pl.: X2 — 3x-}-2 és X2 — X — 2 legkisebb közös több­
szöröse meghatározandó. E kifejezések legnagyobb 
közös osztója : x — 2; most:
(x2 — x — 2): (x — 2) =  x —)— 1 
és a legkisebb közös többszörös: 
x2 — 3x -j- 2
x ~f~l______
x3 — 3x2-|-2x
x2 — 3x -j- 2 
x* — 2x — x -(- 2.
8. §. Az algebrai törtekről.
Minden (a törve b) alakú kifejezést, mely az
a és b hányadosát jelöli ki, algebrai törtnek nevezünk. 
Ebben a a számláló, b a nevező s mindkettő positiv 
vagy negativ egész, vagy tört számot jelenthet. Az 
algebrai törtekre nézve minden, a közönséges számok­
ban adott törtekre ismert szabály érvényes; tehát 
érvényes az is, hogy:
A  tört értéke nem változik, ha számlámlóját és 
nevezőjét ugyanazon számmal szorozzuk vagy osztjuk:
a am , am а
b bm bm b‘
Ezen szabály alapján a tört alakban kijelentett 
hányados nagyobb számokban, vagy ha a számláló
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és nevező közös osztóval bír, kisebb számokban fejez­
hető ki. A szorzást á különböző nevezővel bíró törtek 
közös nevezőre való hozatalánál, az osztást a törtek 
rövidítésénél használhatjuk fel.
1) A  törtek közös nevezőre hozatala úgy történik, 
hogy kikeressük a nevezők legkisebb közös több­
szörösét, az lesz a közös nevező, azt elosztjuk mindenik 
régi nevezővel s a nyert hányadossal a megfelelő 
számlálót megszorozzuk, az lesz mindenik tört új 
számlálója. Pl. közös nevezőre hozandók:
a c e g
b’ (P 7 ’ h‘
A közös nevező bdfh, melyet rendre elosztunk 
a régi nevezőkkel s a nyert hányadosokkal megszoroz­
zuk a régi számlálókat, miáltal az egyes tört ki­
fejezések új alakja lesz:
adfh cbfh ebdh gbdf 
bdfh’ bdfh’ bdfh’ bdfh'
Hozzuk még közös nevezőre a következő törteket: 
a b c  
a - |-b ’ a — b’ a2 — b3’
a közös nevező: a2 — b2 s az egyes törtek új alakja: 
a (a — b) b (a -f- b) c 
a»”— b2”’ а2 ~ ь Г »  a2 — b2
2) A  tört rövidítését xígy végezzük, hogy szám­
lálóját és nevezőjét a két kifejezés legnagyobb közös 
osztójával elosztjuk. Legyen pl. rövidítendő:
X2 -j- 5x 
X2 -j- 6x -(- 5’
A számláló a következőképen bontható tényezők­
re: x(x-j-5), a nevező pedig (x-j-1) (x-j-5), miáltal:
X2 -j- 5x __ x (x +  5) _  X
X2 —j— 6x —[— 5 (x -j- 1) (x 5) X -(- 1
A műveletek értelmezése a törtekre nézve ugyan­
az. mint az egész számokra nézve, azok végrehajtása 
pedig a következő szabályok alapján történik.
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a) Összeadás. Ha a törtek egyenlő nevezővel bír­
nak, akkor a nevezőt megtartjuk az összeg nevezőjéül is, 
az összeg számlálóját pedig a részek számlálóinak 
összege adja. Pl.
a , b . c  a — b —)— c 
m ^  m ^  m m
Ha különböző’ nevezővel bíró törteket kell össze­
adni, akkor azokat előbb — a fentebb megismert 
módon — közös nevezőre hozzuk, s azután alkal­
mazzuk reájuk az összeadási szabályt.
b) Kivonás. A  kisebbítendő és kivonandó közös 
nevezője szolgáltatja a különbség, vagy maradék nevező­
jét, annak számlálóját pedig úgy nyerjük, hogy a 
kisebbítendő számlálójából levonjuk a kivonandóét. Pl.
a b a — b 
m m  m
c) Szorzás. Minthogy a törtek értéke egyenlő 
nevező mellett annál nagyobb, minél nagyobb a 
számlálójuk és egyenlő számláló mellett, minél kisebb 
a nevezőjük; ennélfogva a törteknek 2-szer, 3-szor . . .  
n-szer nagyobbá tételét úgy érjük el, ha számláló­
jukat 2 szer, 3-szor . . . n-szer nagyobbitjuk, nevezőjü­
ket pedig változatlanul hagyjuk, vagy pedig szám­
lálójuk változatlanul hagyása mellett nevezőjüket 
megfelelő módon kisebbítjük.
Ilyformán törtet egész számmal úgy szorzunk, hogy 
vagy a tört számlálóját szorozzuk az egész számmal, 
vagy pedig a nevezőjét osztjuk azzal. Pl.
X  m
a m
Л Г
a
b : m
Törtet törttel úgy szorzunk, hogy a számlálók 
szorzatát elosztjuk a nevezők szorzatával, mert legyen :
-^-=  p ; =  q, akkor: a =  bp és c =  dq
és : ac =  bp . dq.
Ha most mind a két oldalt bd-ve 1 osztjuk:
ac
bd
c
~d'
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d) Osztás. A c) pont alatt elmondottakból köz­
vetlenül következik, hogy törtet egész számmal úgy 
osztunk, hogy vagy a számlálóját osztjuk, vagy pedig 
a nevezőjét szorozzuk az egész számmal. Pl.
a __ a : m a
b m b bm
Törtet törttel úgy osztunk, hogy az osztandót az 
osztó reciproc értékével megszorozzuk, mert legyen:
a
¥ =  P>
c a =  bp, c — dq
akkor: —c
ó-vel osztva :
bp
dq
ad
be
mindkét oldalon c?-vel szorozva és
c
d '
MÁSODIK RÉSZ.
Az elsőfokú egyenletekről.
9. §. Az egyenletekről általában.
Az egyenlőség jelével összekötött két А  — В  
mennyiség egyenletet alkot. Az egyenlőségi jeltől jobbra 
és balra eső mennyiségek az egyenlet oldalai, melyek 
mindenike több tagból állhat.
Ha az egyenlet oldalait szemmelláthatólag egyenlő 
mennyiségek alkotják, akkor azonossággal (identitas) 
van dolgunk. Ilyen : 8 =  8, vagy 5 X  6 =  30. Ilyen 
identitások a képletek is, melyek a bennük foglalt 
betűk akármilyen értékei mellett igazak. így: a-|-b=  
=  b +  a ; (a -j- b)2 =  a2 +  2ab b2; (a-f-b) (a—b) =  
— a2 — b2 stb.
A szó szoros értelmében vett, azaz meghatározó 
egyenlettel akkor állunk szemben, mikor az ismeret­
lent jelző betű nem helyettesíthető akármilyen és 
akármennyi értékkel, hanem annak helyére csakis 
egy, vagy ha több, de mindenesetre csak korlátolt 
számú érték irható. így pl. ha azt kérdezem, melyik 
az a szám, melyhez 5-öt adva 20-at nyerek összegül, 
lesz : X -f- 5 =  20 az egyenlet, s itt x  helyére csakis
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15 irható, mert csakis ez az egy szám felel meg 
a kívánságnak s alakítja azonossággá az egyen­
letet. — Azt az értéket, a mely az egyenletet helyes 
képletté teszi, azaz az egyenletet megoldja vagy kielé­
gíti az egyenlet gyökének nevezzük. így az : x-|-5=20 
egyenlet gyöke x ==15. — Az egyenletet megoldaui 
annyit jelent, mint annak gyökét meghatározni. — Az 
olyan egyenleteket, melyek megoldásánál csakis a 
hat első algebrai művelet nyer alkalmazást algebrai 
egyenleteknek nevezzük, a többiek a túllépő (trans- 
cedens) egyenletek, ezekhez tartoznak az úgynevezett 
exponentialis egyenletek is, melyekben valamely ex­
ponens szerepe], mint ismeretlen mennyiség. Tehát: 
5x -]- 7 — 22; x2 -f- 3x == 28; a b v' x =  с \ У al­
gebrai; ax =  b ; 3X =  9; log (l-J-x) =  a stb. túl­
lépő egyenletek.
Az egyenlet fokát az ismeretlen betűmennyiség 
legmagasabb hatványa vagy több ismeretlen esetében 
az ugyanazon tagban előforduló ismeretlenek ex­
ponenseinek legnagyobb összege határozza meg. így 
pl. az egy ismeretlent tartalmazó egyenletek közül: 
x-f~7 =  9, ax -|- c =  bx -|- d első-; x2 -|- 3x =  9, 
ax2 -(- b =  c másodfokú egyenletek és a többi; a 
több ismeretlent tartalmazók közül: 5x -[- 6y — 18, 
ax-f-by =  c elsőfokuak, x2- |-y a =  41, axy-|-bx =  c 
másodfoknak, x2y -f- xy2 =  30, ax3 -]- bx2y cy3 — d 
harmadfokuak stb.
10. §. Az egyenletek átalakításáról.
Az egyenlő gyökökkel biró egyenleteket egyen­
értékűeknek (aequivalens) nevezzük. Egyenértékű 
egyenletek előállítása a következő tételek segítségé­
vel lehetséges.
1) Ha valamely egyenlet mindkét oldalához ugyan­
azon számokat hozzáadjuk vagy levonjuk, aequivalens 
egyenleteket nyerünk. Pl. az A — В  egyenletből: 
A + С =  В + C.
E tétel alapján az egyenlet egyik oldaláról bár­
mely tag a másik oldalra vihető át ellenkező elő­
jellel, mert legyen az egyenlet :
a) x — 3 =  5 p) x —j— 9 =  15
4-3 =  +  3 — 9 =  — 9
x =  5 -j- 3 x =  15— 9
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Ha az egyik oldalról valamennyi tagot a másik 
oldalra teszszük át, akkor az egyenletet zérusra hoz­
tuk vagy redukáltuk. Az egyenlet két oldalán egyenlő 
jellel előforduló tagok egyszerűen elhagyhatók. 
Végre ugyancsak a kimondott tételből következik, 
hogy szabad az egyenlet valamennyi tagjának elő­
jelét ellenkezőre változtatni.
2) Ha valamely egyenlet mindkét oldalát valamely 
meghatározott, véges és zérustól különböző számmal 
megszorozzuk vagy elosztjuk, aequivalens egyenleteket 
nyerünk.
Ezen tétel alapján képesek vagyunk az egyen­
letben előforduló törteket kiküszöbölni olyformán, 
hogy az egyenlet mindkét oldalát megszorozzuk 
a nevezők legkisebb közös többszörösével, képesek 
vagyunk továbbá az egyenlet minden tagjának elő­
jelét a (—l)-gyel való szorzás által ellenkezőre vál­
toztatni, vagy végre a tagokat a bennök előforduló 
közös osztóval elosztva az egyenletet egyszerűsíteni.
Ezen tételek alapján történik az egyenletek ren­
dezése.
A rendezés abban áll, hogy :
a) Az egyenletben előforduló törteket eltávolítjuk.
b) A kijelentett műveleteket végrehajtjuk.
c) Az ismeretlent tartalmazó tagokat az egyik 
oldalra átviszszük, ha lehet azokat összevonjuk s az 
így nyert tagokat az ismeretlen fogyó hatványai szerint 
rendezzük; a másik oldalon az ismert tagokat össze­
vonjuk.
d) Az ismeretlen legmagasabb halványát tartalmazó 
tag coefficiensével az egyénlet mindkét oldalát elosztjuk.
11. §. Az elsőfokú, egy ismeretlent tartalmazd 
határozott egyenletek megfejtése.
Az egy ismeretlent tartalmazó első fokú egyen­
letek megfejtése abban áll, hogy rendezzük az ilyen 
egyenleteket, ez által már az ismeretlen részére tel­
jesen meghatározott értéket nyerünk. Pl.
Igazolás:
3 * - + - 12
12x +  2x — 28 =  20x — x — 78
3 . 4  +  ^ - 7  =  
=  5 - 4  — 1 — 12
— 5x =  — 20; 5x =  20; x =  4 összevonva: 
7 =  7
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Általában minden első fokú egyenlet a követ­
kező alakra hozható:
ax =  b, honnan : x =  —.a
Az elsőfokú egyenleteknek csakis egy gyök felel 
meg, mert tegyük fel, hoy az: ax — b egyletnek p  
az egyik és ^ a másik gyöke, akkor :
ap =  b ; aq =  b és : ap — aq =  о =  a(p — q)
a mi, minthogy a nem lehet zérus, csakis akkor áll­
hat fent, h a : p — q =  o, azaz : p  — q.
12. §. Elsőfokú határozott egyenletek két és több 
ismeretlennel.
Ha két ismeretlen között csakis egy egyenlet 
van adva, akkor a feladat határozatlan, mert a két 
ismeretlennek végtelen sok értékpár felel meg. Hogy 
a feladat határozott legyen két egyenletnek kell adva 
lenni; 3 ismeretlen esetében 3 egyenletből, 4 isme­
retlen esetében pedig 4-ből kell az egyenletrend­
szernek állania és a többi.
A két ismeretlent tartalmazó egyenletrendszereket 
megoldottaknak tekinthetjük, hogyha sikerült azok­
ból oly harmadikat előállítanunk, a mely már csakis 
egy ismeretlent foglal magában. Azt az eljárást, 
melylyel ezt elérjük, kiküszöbölésnek nevezzük. A 
kiküszöbölés különböző módjai a következők:
1) A helyettesítés (substitutio) módszere. Az adott 
egyenletek egyikéből kiszámítjuk az egyik ismeret­
lent s a nyert értéket a másik egyenletbe helyette­
sítjük, miáltal már csakis egy egyenletünk marad 
egy ismeretlenuel. Pl.
а) ах -J- by =  c 
aix +  Ky =
x =
ai .
C — by 
а
с — by 
а b iy = c t
act — atc 
abx — atb 
cbt — bct 
abt — atb
У
29>
ß) 2x — Зу =  4
7x — 2y =  31
4 +  3y 
2
4 +  3y
у =  34:17 =  2
X =  5
2y =  31
2) -4a egyenlítés (comparatio) módszere. Mindkét 
egyenletből kiszámítjuk ugyanazt az ismeretlent s- 
azok értékeit egyenlítjük. Pl.
а) ах -J- by =  c 
atx +  b1y = c 1
c — by
X  = ----------------- —а
а
с — by ct — bty 
а а,
ас. — а, су = -- i----- —
abt — а ^
ß) Зх +  2y =  30; 8x +  Зу =  55; 
55 +  Зу 30 — 2y 55 +  Зу 
8 5 3 — 4 5
= 3 0 - 2 y
X 3 ’
X  =  8 ; у =  3.
3) Az angol, vagy összeadás-Tdvonási (eliminatio) 
módszer. Képezzük a kiküszöbölendő ismeretlen coeffi- 
cienseinek legkisebb közös többszörösét s mindegyik 
egyenletet megszorozzuk azon tényezőjével a leg­
kisebb közös többszörösnek, mely az illető egyenlet­
ből hiányzik. Ily utón az egyik ismeretlen coefficiense 
mindkét egyenletben absolut értékre egyenlő lesz & 
ekkor ha azok még jelre nézve is megegyeznek, ki­
vonjuk a két egyenletet egymásból, ha pedig jelre 
nézve különböznek, összeadjuk a két egyenletet. PL
a)ax  - j -b y  = =c j aatx 4 -  a4by =  atc 
a1x -4 -b 1y = c 1 aajX-f- abty  =  act
(abt — atb)y =  act — atc 
act — ajC 
У ~~ abt — atc
ß) 6x — 3y =  27 ! 12x— 6 y =  54 I 21y =  105 
4x-f-5y =  53j 12х+15у =  159 | у =  5; x =  7
4) A franczia, vagy Bezout-féle módszer. (A hatá- 
rozatlan együtthatók módszere.) Az egyenletek egyikét 
megszorozzuk bizonyos egyelőre határozatlan szám­
mal, azután a két egyenletet kivonjuk egymásból &
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ekkor úgy határozzuk meg a tetszőleges szorzó 
értékét, hogy az egyik ismeretlen coeffíciense zérus 
legyen. Pl.
<t) ax -f- by =  c I ax -j- by =  c a felsőt kivonva az 
a,x -j- b,y =  c, I ma,x -f- mb,у =  mct [alsóból 
x(ma, — a)-]-y(mb1 — b) =  me1—c
legyen:
ma, — a =  о
innen:
m =  —- és:
*>i
У
ас, — a,c 
ab, — a,b'
|3) 15x—14y=17 I — 15x + 14y — 17 
24x-j- 7y=86 I 24mx -)- 7my =  86m
147
x(24m -15)+y(7m  +  14) =  86m -17 
24m — 1 5 = 0 ; m =  -^- =  - | -
У
430 — 136
S e . - g - П
; 147y =  294; у =  2; x =  3.
Kettőnél több ismeretlen esetében a feladat akkor 
határozott, ha az egymástól független egyenletek 
száma annyi, mint az ismeretleneké. Ezek megfejté­
sénél a most megismert módszerek nyernek alkalma­
zást. így pl. ha megfejtendő lenne a helyettesítés 
módszerével a :
3x — 4y -|- 2z =  3 
2x -|- by — 4z =  8 
x-j- у — z = 4
egyenletrendszer, akkor a 3-ik egyenletből:
X =  4 — у +  z
a másik két egyenletbe helyettesítve a következő 
két ismeretlent tartalmazó egyenlet rendszerre vezet:
— 7y 4- 5z =  — 9 
у — 2z =  0
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ezt már könnyű az eddig tanultak alapján megfejteni» 
m ert: у =  2z
— 14z -j- 5z =  — 9; 9z =  9; z — 1; 
у =  2; X =  3
Bezout módszerének alkalmazásánál az első egyen­
letet változatlanul hagyjuk, a másodikat m-mel, a 
harmadikat rc-nel szorozzuk s azután összeadjuk az 
egyenleteket. Ekkor két ismeretlennek, pl. ж-пек és 
y-nak coefficiensét zérussal egyenlítjük, miáltal m- és 
n-re nézve két egyenletet nyerünk, melyekből azok 
értékét kiszámíthatjuk és az összegül nyert egyen­
letbe helyettesíthetjük. A további eljárás már nem 
okoz nehézséget.
13. §. Elsőfokú egyenletekre és egyenletrendsze­
rekre vezető tárgyi feladatok.
A tárgyi körökből vett feladatoknál a szereplő 
mennyiségek egymáshoz való viszonya csakis sza­
vakban nyer kifejezést. Az algebrai formába öntése 
az ily feladatoknak arra vár, aki azok megoldására 
vállalkozik. A szavakban kifejezett egyenletek meg­
fejtésére szabályt nem lehet felállítani, erre a gya­
korlat adja meg a kellő ügyességet. A megoldás 
czéljából mégis a következőket tarthatjuk szem előtt:
1) Az ismeretlen mennyiséget megnevezzük.
2) Az egyenletet felállítjuk, azaz oly kapcsolatba 
hozzuk az adott és az ismeretlen mennyiségeket, 
amilyet a feladat követel.
3) A  nyert egyenletet megfejtjük, vagyis meg­
keressük az ismeretlen számára azt az értéket, a 
mely az egyenletnek eleget tesz.
4) Az eredmény helyességét behelyettesítés által 
igazoljuk.
A következő feladatok némi útmutatást nyújt­
hatnak a követendő eljárás menetére.
I. Melyik az a szám, a melynek 9-czel meg­
növesztett harmada 3-mal megnövesztett ötödéhez adva 
'2a szám f  —adát adja összegül V Ez a szám x. Ennek
^  X
3-czel növesztett harmada: — -f- 9 és 3-mal növesz-
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tett 5-öde: -^--{-3; ezek összegéről azt állítjuk, hogy
2-g-x-el egyenlő; azaz :
!  +  9 +  ! + 3 = 1 x :
innen : _  2x =  — 180 és: x =  90.
II. Melyik szám az, melynek 8-ad, 16-od, 32-ed 
része együtt 140 ? Ez a szám x és:
8- +  Í6 +  32 =  14° í 4x +  2x +  X =  4480’
7x =  4480; x =  640.
III. 60 két részre osztandó úgy, hogy az egyik 
rész hetede a másik nyolczadával legyen egyenlő. Az 
egyik rész x, a másik: 60 — x s így :
x_ =  60 — x_ 8x — 420 — 7x; 15x =  420;
x =  28; 60 — x =  32.
4IV. Egy tőkepénzes pénzének ~^~ét 4°/0-ra, a töb­
bit 5°/0-ra adta ki s összesen 2940 korona kamatot 
húz évenként. Mennyi a vagyona ? A vagyona x korona.
4c 4xEnnek —-e, tehát — korona 4°/0-re van kiadva s
4x
У 5hoz: -jQQ- korona kamatot, a maradék pedig -ууу100
koronát; a kettő összege:
4x x
-Z- .4 -=-. 55 , 5 2940;100 1 100 
16x +  5x =  1470000 ; 21x =  1470000 ; 
x =  70000 korona.
V. Két szám különbsége 8, négyzeteik különbsége 
176. Melyek e számok ? Az egyik x, a másik x-(-8
(x - f  8)* — x* =  176 ; x2 +  16x +  64 — x2 =  176; 
16x =  112; x =  7 ; x - f  8 =  15.
33
VT. Mely hét egymásra következő szám négyzeté­
nek különbsége 17? Az egyik x, a másik x —|— 1;
(x +  1)* — x» =  17; x» +  2x +  l  — x*==17; 2x =  16: 
x =  8 ; x +  1 = 9 .
VII. Két szám összege 25, különbsége 1. Melyek 
e számok ? Az egyik x, a másik y.
x -j- у =  25 Összeadva : 2x =  26 ; x =  13.
x — у — 1 Kivonva: 2y =  24; y =  12.
VIII. Melyik az a kétjegyű szám, mely 9-czel 
kisebb lesz, ha a számjegyek sorrendjét megfordítom és 
99 lesz, ha, az utóbbi számot hozzáadom ? Az egyik 
jegy x, a másik y. Akkor:
lOx +  у == lOy -f- x -j- 9 és : lOx —f— у — lOy -}- x == 99 
x — у =  1; x +  y =  9; x =  5; y =  4.
Az a szám: 54.
IX. Melyik az a tört, mely —  lesz, ha számláló-
1 nm '3
jóihoz 1-et és — lesz, ha nevezőjéhez 2-őt adunk ? Ez 
x ,a tört — es:
7 x + 1  1 x 1
У ~~ 3 ’ у +  2 4 ’
4 x Z y ~ 2 " 3 I x =  5 ; У = 18 ; az a tört:
X. Két ezüst rúd közül az egyik 0-950, a másik 
0-800 finomságéi, mennyi veendő mindenikböl a 6 kg. 
súlyú 0-900 Jinomságií rúd nyerésére? Az egyikből 
x, a másikból у kg. Akkor:
x +  у =  6 és 950.x +  800y =  6 X  900 
innen : x =  4; у =  2.
ХГ. A  háromjegyű szám jegyeinek összege 9, a 
számjegyek megfordításából nyert szám 198-czal na­
gyobb, mint az eredeti; ha pedig csak a tízesek és 
százasok helyén álló jegyeket cserélem fel, akkor a 
növekedés 108. Melyik e szám ? A jegyek x, y, z és: 
x +  у +  z =  9
100z +  lOy +  x =  lÓOx +  lOy +  z +  198 
lOOy +  lOx +  z =  lOOx +  lOy +  z +  108.
Ezek megfejtése u tán : 
x =  2; у =  3 ; z =  4 s így a szám : 234.
L  « V а  у  : A lg eb ra . 3
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XII. Három, játékos megegyezett abban, hogy a 
vesztő megkétszerezi a másik kettő pénzét. Három játszma 
után az első 40, a második 100, a harmadik 50 koro­
nával vonult vissza. Mennyi volt mindenik tétje, tudván, 
hogy mindenik a kijelölt sorrendben egy-egy játszmát 
vesztett ? A tétek x, у és z. Az első játszma után az első 
játékos része: x — у — z, a másodiké: 2y, a harmadiké : 
2z; a második után az elsőé: 2x — 2y — 2z, a másodiké: 
3y — x — z, a harmadiké: 4z ; a harmadik után :
4x — 4y — 4z =  40 
6y — 2x — 2z =  100 
7z — x — у =  50
megfejtve: x =  100 ; у =  60; 
z =  30.
Igazolás: Az első játszma után az egyes játé­
kosok pénze: 10, 120, 60; a 2-ik u tán: 20, 50, 120; 
a 3-ik után: 40, 100, 50.
14. §. Az elsőfokú határozatlan egyenletekről.
Ha valamely egyenletrendszerben kevesebb az 
egyenletek, mint az ismeretlenek száma, akkor a 
megoldások száma végtelen nagy s így a feladat 
határozatlan.
Gyakran azonban az ismeretlenekre nézve olyan 
feltételeknek kell eleget tennünk, a melyeket egyen­
letekbe nem foglalhatunk ugyan, de a melyek azt 
eredményezik, hogy a megoldások száma véges hatá­
rok közé szorul. Az olyan határozatlan egyenleteket, 
a melyekre nézve kikötjük, hogy az ismeretleneknek 
csakis egész számú, vagy négyzetes egyenleteknél 
csak rationális értékei veendők figyelembe, Diophantus 
alexandriai mathematikus után diophantikus-egyenle- 
teknek nevezzük.
Legyen az : ax -j- by =  c egyenlet adva, melyre 
nézve ж és у  csakis egész számú értéket vehet fel 
és a melyben a, b és c szintén egész számok. Fel­
tehetjük még, hogy a 3 utóbb nevezett számnak 
nincs közös osztójuk, mert amennyiben lenne, azzal 
az egyenletet végig oszthatnék. De akkor a és b sem 
birhat közös osztóval, mert tegyük fel, hogy: a =  m.p 
b =  m . q, akkor :
ax +  by =  m(px +  qy) =  c ; 
és mert x és у s azokkal p x  és qy is egész számok, 
azért az m osztót c-nek is tartalmaznia kell. Ily- 
formán a és i  relativ primszámok s ha most az
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egyenletből a kisebb együtthatóval biró pl. у  ism e­
retlent kifejezzük, lesz: y  =  - —^—-  és ha azután c-t
és а - t elosztjuk 5-vel egész és tört számú részeket
q' — a'x
kapunk, ú gy  hogy : у  =  t -j- ux -|------- ^— - ,  a hol c'
és a' a 5-vel való osztás után mutatkozó maradékok. 
H ogy X és у  számértékei egész számok legyenek, kell,
hogy a - — = r j  szintén egész számú érték legyen.
Innen most x  kifejezhető s akkor az a '-gyel való osz-
- , c" —  a"r,tas után ismét valam ely ------ ------- - =  rs egesz számú
maradékhoz jutunk és így tovább, mindaddig, míg­
nem az r„_, =  у — a . r„ alakú kifejezéshez érkezünk, 
a melynél 1 a nevező; ha most rn_! értékét rn_2 — be, 
ennek értékét rn_3-ba és így tovább visszamenőleg 
behelyettesítjük, akkor rn minden értékének meg- 
felelőleg x meg у számára egy-egy egész számú 
értéket nyerünk. Az eljárást a következő példa fogja 
megvilágítani. Keresendők a: 17x — I ly = 8 6  egyenlet 
egész számú gyökei.
17x — 86 _ , 6x — 9 Gx — 9
У - — П -------- ' - 7 +  T i “ ; - í i — ' r‘
111’, -j-9 | , |  5 r ,- f3  5 r ,- f3
x -   -'б— “ * 1 -1  + ----e-----’ -----6---- =  b
6ra — 3 rg — 3 r, — 3
4  5 lj 1 5 ’ 5 1з
г3 =  5r3 -J- 3 Helyettesítés után :
=  6 ( 5 v + 3'L- 3 =  6l.3 +  3
x =  П (6г ,-+ 3) +  9 _  llr> +  7
у =  l 7(llra +  7) - 8-- =  17r3 +  3.
Ha most r3 nak különböző értékeket adunk, mind­
annyiszor x és у részére is egy-egy egész számú 
gyököt nyerünk. Legyen pl.
r. =  0, 1, 2, 3 , . . .  -  1, -  2, -  3, . . .
. , í -x =  7, 18, 29, 40, . . .  — 4, -1 5 , -3 0 , . . .
*кког [ у =  3, 20, 37, 54, . . .  —14, —31, —48, . . .
A megoldások száma végtelen nagy.
3 '
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15. §. Az elsőfokú határozatlan egyenletek positiv 
egész számú gyökei.
Ha az ax -j- Ъу — c határozatlan egyenlet egyik 
egész számú gyök-párja x =  £, és у =  y], akkor: 
ax -j- by =  c és a4 -f- brj =  c ; 
a második egyenletet az elsőből levonva: 
a(x — e) +  b(y — yj) =  о
innen: . b(y — y i)x =  4 -------------— =  i  — b . ua
a hol:
Hasonló úton:
u У — *)a
У == 7] +  au.
Ha az adott egyenletnek csakis positiv egész 
számú gyökeit keressük, akkor:
$ — bu о és 7] -(- au о
egyenlőtlenségeknek kell állani, a honnan ?<-ra nézve 
a következő határokat nyerjük:
^  4 , ^  f]u < . r  es u > -----b a
Ha az előbbi §-ban kidolgozott feladatra alkal­
mazzuk a most lerejtett elméletet, akkor 7 és 3 az 
egyenlet egy gyökpárja és:
x =  7 -j- l l u ; у =  3 -j- 17u 
7 -(- l lu  о és 3 -j- 17u о
u >  u , u >  17
itt a positiv egész számú megoldások w-nak minden 
3— —-nél negyobb értékére nézve nyerhetők és pedig 
végtelen nagy számban.
A llx  -j- 7y =  230 egyenlet egyik gyökpárja
— 2 és 36, innen:
7u 2 >  о ; u > y  
36 — l l u > o ;  u < 3 ^ ;
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tehát a positiv egész számú megoldásoknak csakis 
3 párja van, mikor ü =  1, 2, 3 és pedig:
x =  5, 12, 19 és у =  25, 14, 3.
16. §. Elsőfokú határozatlan egyenletek három, 
vagy több ismeretlennel.
Ha általában п ismeretlen részére n — 1 egyen­
letünk van, akkor kiküszöbölés utján odavezetjük a 
dolgot, bogy egy egyenletünk maradjon x és у isme­
retlenek között, a meíylyel már az eddig tanultak alap­
ján könnyen elbánhatunk.
Ha n ismeretlen részére csakis n — p  egyenlet 
áll rendelkezésünkre, akkoz p  — 1 ismeretlen helyébe 
tetszőleges egész számú értéket helyettesítünk s akkor 
a többire nézve az eljárás olyan lesz, aminőről előbb 
szólottunk.
Lássuk a megfejtés menetét, ha 1) egy egyenlet 
van adva három ismeretlen között, vagy 2) két 
egyenlet ugyancsak három ismeretlen között.
1) Keresendő a 3x -(- 4y -}- 7z =  32 egyenlet 
egészszámú megoldása.
x . - 4/  -  *■.  1Q -  7  _  a. + 2  -  r  - i
——^----— =  u ; у =  2 — z — 3u
tehát. x __ jQ — у — 2z -j- u =  8 — z 4u 
у =  2 — z — 3u 
z =  z
ba most pl. z =  1, u =  1, akkor: 
x =  11, у =  — 2.
2) Egész számokban megfejtendő 
5x 4-  7v — 4z =  13 
4x -f- 3y +  5z =  29
Itt a két egyenletből z kirekesztése után olyan 
egyenlethez jutunk, a mely már csupán két isme­
retlent tartalmaz, az lesz: 41x-f-47y =  181, ennek 
felkeressük az egész számú gyökeit és azok közűi 
kiválogatjuk azokat, a melyek az első egyenletnek 
is deget "tesznek. Az egész számú gyökök: 
x =  — 47u -f- 9 és у =  41u — 4.
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Ezen értékeket a 2-ik egyenletbe helyettesítve lesz: 
4 (— 47u +  9) +  3(41u — 4) +  5z =  29
innen: z =  1 —j— 13u,
mely érték x és у talált értékeivel együtt az egyen­
let teljes megoldására vezet és pl. u =  1, 2 . . . .  0, 
— 1, — 2 mellett
x =  — 3 9 , — 85___  9, 56, 103____
у =  37, 78____ —4, —45, —86___
z =  14, 27___  1, —12, —25____
HARMADIK RÉSZ.
Hatvány- és gyökmennyiségek. 
Logarithmusok.
17. §. A hatványozásról és gyökvonásról általában.
A hatványozás és gyökvonás értelmezését már 
ismerjük (1. §.) most az ezen műveletekre vonatkozó 
főbb tételeket fogjuk felsorolni.
Szorzatot úgy hatványozunk, hogy valamennyi 
tényezőjét a kiránt hatványra emeljük:
(abed)2 =  abed . abcd =  aa . bb . cc . dd =  a2b2e2d2; 
általában: (abcd)m =  am bra cm d” .
Ilyformán valamely egytagú mennyiséget négy­
zetre emelünk, ha valamennyi tényezőjének expo­
nensét kettővel megszorozzuk.
Szorzatból úgy vonunk n-ík gyököt, hogy vala­
mennyi tényezőjéből n-ik gyököt fejtünk:
Vabc =  \]r . Vb -Vе ; "v'abc =  m\j a . ™ b . ™ c.
Tehát valamely egytagú mennyiségből négyzet­
gyököt vonunk, ha valamennyi tényezőjének expo­
nensét kettővel elosztjuk. Pl.
/^a4b2c8 =  a2bc3; \ja.2m b4a =  am b2n.
Köbgyökvonásnál az exponenseket 3-mal osztjuk és 
a többi.
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Uyformán, ha a négyzetgyökjel alatt teljes négy­
zet, vagy a kübgyökjel alatt teljes köb fordul elő, 
annak gyökét szorzóul az illető gyökjel elé Írhatjuk 
s viszont a gyökjel előtti szorzó négyzetét vagy 
köbét a gyökjel alá vihetjük be. Pl.
Vab2c =  b\ ас ; y/a2mbc =  am . \/bc; Va3b — a^b; 
cyab =  yabc2; craVab =  \Jnbc2m ; a'v'bc =  \Ja3bc.
Az a — \bc  alakú kifejezésben a-1 b és c geo­
metriai középarányosának hívjuk s azt aránylat 
alakjában is előállíthatjuk, mert: b : a =  a : c.
Törtet úgy hatványozunk, hogy számlálóját és neve 
zöjét a kiránt hatványra emeljük:
/ aV  a a a . a a2 í aV  a3 / a Vm ara
Vb У b ' b b .b  b2 ’ V b/ b3 ’ VbJ bm"
Törtből úgy vonunk n-ik gyököt, hogy számláló­
jából és nevezőjéből n-ik gyököt fe jtünk:
Minden positiv számnak két négyzetgyök felel meg, 
melyek absolut értékre egyenlők, de előjelre nézve külön­
bözők. PL
^36 =  — 6; v36 =  — 6 azaz : ^36 =  G ; v^ aa =  
m ert: _^j_ a 2^ _  —^ a)2 =  a . a =  — a . — a =  a*.
A  hatványmennyiségeket úgy hatványozzuk, hogy 
az alapot a kitevők szorzatára emeljük:
(am )n =  am . am . am . . . . =  am + m + m + . . . . =  amn.
Gyökmennyiségből úgy vonuuk gyököt, hogy a gyök­
kitevők szorzatát írjuk új gyökkitevőül :
=  у a; v V a =  Va-
A  positiv alapnak akár páros, akár páratlan 
hatványa positiv, a negativ alap páros hatványa posi­
tiv, a páratlan negativ:
(+ a ) Sn =  a2n; (+ a)2n + ‘ == +  a2n+ *.
Ha a gyökalatti mennyiség exponense többszöröse 
a gyökkitevőnek, akkor a gyölcvonást úgy végezzük, 
hogy az előbb nevezett exponenst elosztjuk az utóbbival:
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V a8 =  a 4 =  a2; ha m — n . u, akkor:
n u
у am — y/anu — a 11 — a11 .
Ha a gyökjel alatt foglalt mennyiség, a mely­
ből и-ik gyököt kell vonni, nem teljes n ik hatvány, 
akkor a gyök sem egész, sem tört szám alakjában 
nem állítható elő. A  nem teljes n-ik hatványból vont 
n-ik gyök a számok új csoportjára az irrationális szá­
mokra vezet, melyekkel szemben a positiv és negativ 
egész és tört számokat rationalis számoknak nevezzük. 
Az irrationális számok értékét végtelen tizedes törtek 
alakjában tetszőleges pontosságig megközelíthetjük.
A  positiv szám páros gyöke lehet positiv vagy 
negativ, ellenben annak páratlan gyöke csakis positiv 
szám leket, mert két egyenlő positiv és negativ szám 
ugyanazon páros hatványra emelve, ugyanazon posi­
tiv értékre vezet, ellenben csakis positiv szám bir 
azon tulajdonsággal, hogy páratlan hatványra emelve 
positiv értéket adjon; tehát:
2 " j —  , ,  2 n + l , —у a =  + x cs у a =  -j- x.
A negativ mennyiségekből vont páros gyökök 
új számokra, a képzetes vagy imaginárius számokra 
vezetnek, mert az eddig megismert számok között 
nem találhatunk olyanokat, amelyek páros hatványra 
emelve negativ eredményre vezetnének. Az imaginárius 
számokkal szemben a positiv és negativ egész, tört 
és irrationális számokat valós vagy reális számoknak 
hívjuk; tehát:
"ny — a =  imaginárius szám.
Az imaginárius számok két tényezőre bonthatók, 
így : \j— а3 =  уга® .\/— 1 =  a у/— 1 ; az itt fellépő 
V — 1 számot imaginárius egységnek nevezzük és Gauss 
után г-vel jelöljük; tehát: у — 25 =  5 \j — 1 =  5.i. 
Ha az imaginárius szám egy reális számmal össze­
kötve jelenik meg, származik a complex szám. Ha a 
valós és képzetes rész egyszer -j-, egyszer — jellel 
van összekötve, akkor a conjugált complex szám áll 
ellőttünk. így: a-j-b i és a =  bi conjugált complex 
számok.
Eddigi tárgyalásainkban csakis positiv egész 
számot vettünk hatványkitevőül, de lehet a hatvány-
8
41
kitevő' zérussal, végtelen nagygyal, valamely negativ, 
vagy valamely tört számmal is egyenlő.
Ha a hatványkitevő 0, akkor: a° =  1 (6. §.)
Ha a hatványkitevő oo, akkor a hatvány értéke 
az alaptól függ:
ax =  oo; a - x =  a^ = ^ c  =  0, h a a  > 1 ;
ax =  0; a - 00 =  ~  =  -L  =  oo, ha a <  1.
Ha a hatványkitevő negativ szám, akkor a hat­
vány oly törttel egyenlő, melynek számlálója az 
egység, nevezője pedig az adott hatvány positiv ki­
tevővel. (6. §.) Ezen tétel alapján a számlálónak 
bármely tényezője a nevezőbe s a nevezőnek bármely 
tényezője a számlálóba vihető. Pl.:
( * V  a3 asb ~3 b - 3 1
ЧЬУ b3 b a - 3
1
P 1 CT w
l
V a /
Könnyen igazolható, hogy azok a tételek, a 
old у eket a positiv kitevővel biró hatvány mennyiségekre 
vonatkozólag megismertünk, a negativ kitevővel biró 
hatványmennyiségekre is érvényesek.
Lássuk még minő értelem tulajdonítható a tört 
kitevővel biró hatványmennyiségeknek ? Minthogy az 
*\J am alakú kifejezésből m =  n .u  esetében úgy von­
tunk gyököt, hogy a hatványkitevőt a gyökkitevővel
elosztottuk; ennélfogva az *\j am gyökmennyiség oly a" 
tört kitevőjű hatvány mennyiségül tekinthető, melyben az 
exponens számlálója a hatvány kitevő, nevezője pedig a 
gyökkitevő. Könnyű igazolni, hogy az egész számú 
exponensekkel biró hatványmennyiségekre érvényes 
tételek a tört kitevővel biró hatványmennyiségekre 
nézve is igazak maradnak.
1) (ab)" =  n\[J&b)m =  ^ambm =  V a“ • V bm 5
П1 P m  , mq - fn p  ^
3) а " ,  ач =  а"“ 1* ч =  a n,i =  ”у ami + "r ;
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p
m
5 ) —  =  a n ~ ' i = a  "i = " q\J ат ч-"Р.  
a"i
A most megismert tételek arra a végeredményre 
utalnak, hogy a hatványozás és gyökvonás nem 
különböző műveletek, hanem csakis különböző esetei 
az általánosított hatványozásnak, melynél exponensül 
bármilyen rationális szám vehető.
A tört kitevővel biró hatványmennyiségekre 
vonatkozó igazságok előnyösen felhasználhatók a 
gyökmennyiségek olyszerű átalakítására, mely által 
az ily mennyiségekkel való számvetés tetemesen 
könnyebbé válik. így p l.:
5 6  7 1 2 3
У a6bec7 =  a 4 . b 44 c 4 =  abc. a 4 b 4 c 4 =  abc V ab2c3.
De egyszerűbbé teszünk minden szorzást, osztást, 
hatványozást és gyökvonást, amit ilyen gyökmennyi­
ségekkel kell végeznünk, ha azokat mint tört kitevő­
vel bíró hatványmennyiségeket állítjuk elő. P l.:
3
Sl— ; „ X  3 4  2 1 - 2 0  1V a3 _  a ^  _  -g -  Y _ — ^ __»s —
Va* a J
18. §. Számmüveletek gyökmennyiségekkel és 
imaginárius számokkal.
I. Összeadni és kivonni csakis egynemű gyök­
mennyiségeket lehet. Egyneműek azok a gyökmennyi­
ségek, amelyek ugyanazon alapra vonatkozó egyenlő 
hatvány- és gyökkitevőkkel bírnak. A nem egynemű 
gyökmennyiségek összeadását és kivonását úgy végez­
zük, mint a különnemű algebrai mennyiségekét, azaz 
csak kijelentjük.
3 Va -j- 5 У a — 7 Уа=У a; 5 У a2— 7 Уa = 5 y  a2— 7 У a.
Gyakran a gyökmennyiségek első tekintetre 
különneműeknek látszanak, holott a kellő átalakítás 
után az tűnik ki, hogy egyneműek. Pl.:
5 У 2 — 3 Vl6 +2^54 =  5У 2—3У8Т2+ 2 У27Т2 =  5 —
— 3 У2Ä2 - f  2 V33.2 =  5 У 2 — 6 У 2 +  6 У 2 =  5 \j2.
A gyökm ennyiségek szorzásánál és osztásánál 
feltételezzük, hogy á  részek egyenlő gyökkitevőkkel 
bírnak, am ennyiben nem állana fent ez az eset, a 
gyökkitevőket egyenlő nevezetre hozzuk s azután  
végezzük el a gyökjel alatt foglalt m ennyiségek  
szorzását, v agy  osztását. P l.
"sl a . \ [ b  = 7 ab ;
— У У . — У 2 . у т =  — e\ [ W .  —  У8 . У 1 6 = У  3456.
У 6 У 6 /6  / 2 \ГаГ и I а
"УУ= \ ¥ '
Az olyan m ennyiségeket, m elyeknek nevezői 
gyökm ennyiségek, mindig át lehet alakítani oly módon, 
hogy a nevezők rationális számok legyenek . Az  
ezen czél elérésére szolgáló eljárást a nevezet gyök- 
telenitésének nevezzük.
H a a nevező csakis egytagú , akkor elég a szám­
lálót és nevezőt ezen egytagú  m ennyiséggel m eg­
szorozni s már a nevező rationálissá lesz. P l.
5 5 yiT  5 УУ У 5" У 35" а а У У
У У ~ ^ У .У У ~ ~ 3 ~ " ; У Т _ “ 7“ ; 7 F “  b ’
Н а a nevező többtagú, akkor a gyöktelen ítést 
amaz ism ert igazság alapján végezzük, hogy két 
m ennyiség összege szorozva ugyanazok különbségével 
a m ennyiségek négyzetének különbségét adja. Pl.
5___ ________5 (УУ—  У~2~) =  5 уГз~— У~2 =
УУ+ У 2" (уУ+ у 2) (У У -  v^)-  3 - 2 =
=  5 УУ — 5 УУ
а V а ( У  a -j- b ) a -j- У ab
У а — У b (У а — У b ) (У а — У Ь ) а ^
Gyökmennyiséget úgy hatványozunk, hogy a gyök­
jel alatti mennyiséget a kívánt hatványra emeljük és 
az eredményből a kijelölt gyököt kifejtjük:
("v a )m =  Va . v'a • . .  =  У а . а . а . . .  =  \ am •
A gyökmennyiség értéke nem változik, hogyha a 
gyök- és hatványkitevőket ugyanazon számmal szoroz­
zuk vagy osztjuk:
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^am =  " \/amP; '\/am =  ^  a p.
II. Minthogy az imaginarius számok az imagina­
rius egységből ugyanazon törvény szerint jönnek létre, 
mint a reális számok a reális egységből, azért mindazok 
a szabályok a melyek a reális számok összeadására 
és kivonására érvényesek, itt is helyesek maradnak, 
fti —(— 7i =  12i; 5i — 3i =  2i. 
ai — bi =  (a — b)i; ai — bi =  (a — b)i.
Ezekből kitetszőleg két képzetes szám összege és 
különbsége is képzetes. A complex számok összege 
és különbsége szintén complex szám, ellenben a conju- 
gált complex számok összege valós, különbsége kép­
zetes szám.
Az imaginárius számok szorzásánál, osztásánál 
és hatványozásánál leginkább az imaginárius egység 
különböző hatványainak megfelelő értékekre kell 
gondot fordítani. E czélból képezzük e hatványokat, 
lesz:
( v - i ) 3= w - i ) 2 • V—i = —V—i 
( ^ T ) 4=(V=T)2 . ( V ^ ) s= + i
( i F D 8- ( > F T ) 4 .i /= t = ^ t
( f=T)6=(V=T)4 . ( V ^ r ) 2= - i  
(V=D7= (V” 1_)4 • (V=T)3 =  -  
(V- ^ ) 8 =  (V—^O4 • (v,- - ^ ) 4 =  +  1
általában:
( V - T r =  +  1; ( v ^ T ) 4m + 2 =  - l ;
(v/—l ) 4m+1 =  V—1; (V —l )4m + 3 =  —V—1-
Amint látjuk a képzetes egység négy első hat­
ványa folytonosan ismétlődik és pedig a páros hat­
ványok valós mennyiségek, mégpedig a positiv egy­
séggel egyenlők, ha a hatványkitevő 4-gyel és a 
negativ egységgel, ha a hatványkitevő csak 2-vel 
osztható. A páratlan hatványok ismét képzetes szá­
mok és pedig a positiv % jön ki, ha a hatványkitevő 
4-gyel osztva 1-et ad maradékul és —i, ha a hat­
ványkitevőnek 4-gyel való osztása után 3 a maradék.
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Két képzetes mennyiség szorzata és hángadosa valós 
mennyiség. Ellenben■ a képzetes és valós mennyiségek 
szorzata és hányadosa képzetes szám.
a 1/ — 1 . b \] — 1 =  ab . (v1 — 1 ) 2 =  — ab. 
a . \]— 1 a 3 ^ — 1 3
b . V— 1 — b ’ 4 V/ ^ T  ~  4 ' 
yj a . \J—b =  Va.—b = y ( — ab.
\j a \j a, . \J — 1 у — 4 / a j a ,— —
^ = Í ¥ 7 ( ^ r ) i = T r r ' \ " b ==“ V ¥ W _  ‘
Л complex számok szorzata és hányadosa szintén 
complex szám. Ellenben a conjugált complex számok 
szorzata valós, hányadosa képzetes szám.
(a -[- b i ) . (a — bi) =  a2 -f- b2. 
a -f- bi (a —f- bi)2 a2 -f- 2abi — b 2 
a — bi a2 - |-  b2 a2 -j- b2
19. §. A négyzet- és köbgyök.
Azt az eljárást, melynek alapján valamely mennyi­
ségből négyzet- vngy köbgyököt fejtünk, azokból a 
szabályokból ismerjük meg, a melyek szerint vala­
mely összetett alapnak tagjai a négyzetben vagy" 
köbben előfordulnak. Mivel egytagú kifejezésekből 
már tudunk négyzet- és köbgyököt vonni, azért tár­
gyalni fogjuk még: a) a négyzetgyökvonást össze­
tett algebrai kifejezésből és valamely tizes szám­
rendszerbeli számból; b) a köbgyökvonást ugyan- 
azokból-
a) Összetett algebrai kifejezésből négyzetgyököt 
a következő módon vonunk: 1) Az adott kifejezést 
valamely betű hatványai szerint rendezzük; 2) mivel 
a teljes négyzet első tagja az alap első tagjának 
négyzete, azért, ha ezen tagból négyzetgyököt fejtünk, 
akkor megkapjuk a gyök első tagját; 3) ha a gyök 
első tagjának négyzetét levonjuk az adott többtagúból, 
akkor a következő két tagja a maradéknak az alap 
első és második tagjának kétszeres szorzata és má­
sodik tagjának a négyzete lesz; ennélfogva ha a 
megtalált gyökrész kétszeresével a maradék első 
tagját elosztjuk, akkor a gyök második tagját nyer­
jük, melynek segítségével képezzük az első és má­
sodik tag kétszeres szorzatát és a második tag
46
négyzetét s azokat a maradékból levonjuk; 4) ha 
még ekkor is mutatkozik maradék, akkor annak 
következő két tagja csakis az eddig megtalált gyök- 
rész (egy tagnak véve) kétszeres szorzata lehet a 
harmadik taggal és a harmadik tag négyzete ; ennél­
fogva képezzük az eddig talált gyök kétszeresét s 
azzal a maradékot osztjuk s azután a hányadosul 
nyert harmadik taggal megszorozzuk az osztót és 
képezzük a harmadik tag négyzetét s e tagokat a 
maradékból levonjuk; 5) ha még lenne maradék akkor 
az előbbiek szerint már könnyű lenne az eljárást 
folytatni. P l.:
y9x2 — 24xy -j- 6xz -j- 16y2 — 8yz-j-z2 =  3x— 4y-{-z; 
-— 9xa
(— 24xy 4- 6xz -f- 16y2— 8yz-)-z2):(6x—4y).—4y 
— 24xy -}- 16y2
~f~____ “ _____
(6xz — 8yz -f- z2) : (6x — 8y -f- z) .-f- z 
6xz — 8yz -p z2 _ _!_ _
0
(— 4y.t és z-1 az osztó 6x illetőleg 6x — 8y mellé
írjuk összeadandóúl, majd szorzóul.)
A tizes számrendszerbeli számok négyzetgyöké­
nek meghatározását a most megismert eljárás alkal­
mazásával minden nehézség nélkül végezhetjük. E 
czélból: 1) az adott számot az egyesektől kezdve 
kettős-csoportokra bontjuk, egy tagból csakis a leg­
magasabb rendű rész állhat; 2) a legmagasabb rendű 
csoportból négyzetgyököt vonunk, azaz megkeressük 
azt a számot, amelynek négyzete legközelebb áll az e 
csoport által kifejezett számhoz, ez lesz a gyök első 
tagja, melynek négyzetét az első csoportból levonjuk; 
3) az igy nyert és minden utána jövő maradékhoz 
hozzácsatoljuk a legközelebbi csoportot s a nyert 
számot — miután utolsó számjegyét elvágtuk — el­
osztjuk a már megtalált gyökrész kétszeres szorzatá­
val; ilymódon megkapjuk a gyök újabb számjegyeit, 
melyeket az osztóhoz csatolunk s egyszersmind az 
így megváltoztatott osztó szorzására használunk fel; 
ezt a szorzatot az osztandóból — az elmetszett szám­
jegyet is ahhoz számítva — levonjuk; 4) a további 
eljárást most már az elmondottak alapján könnyen 
folytathatjuk.
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Ha a gyökjel alatti szambán tizedes törtek is 
fordulnak elő, akkor az eljárás csakis annyiban 
módosul, hogy a csoportokra osztást a tizedes pont­
tól jobb és bal felé végezzük. Amennyiben a tizedes 
törtek utolsója egyedül maradna, azt zérussal ki­
egészítjük. P l.:
1) V 38452401 =  6201 2) V 254076-4836 =  504 06
36^  40:10
24o:122.2 “4076:1004.4
— 244 ___
124•124 — 6048:1008
—0 604836:100806.6
12401 : 12401.1 -■ *-L 0
— 12401
( Г
Ы Köbgyökvonásnál 1) rendezzük az összetett 
algebrai kifejezést valamely betű hatványai szerint; 
2) a kifejezés első tagjának köbgyöke adja a gyök 
első tagját; 3) a maradék első tagja a inár kijött, 
gyökrész háromszoros négyzete szorozva a második 
taggal, hogyha tehát azt elosztjuk a már megtalált 
gyökrész háromszoros négyzetével, akkor a gyök 
második tagját nyerjük; 4) ekkor képezzük az első 
tag háromszoros négyzetének szorzatát a második 
taggal, a második tag háromszoros négyzetének szor­
zatát az első taggal és a második tag köbét s ezeket 
a többtagú maradékból levonjuk; 5) ha még mutat­
kozik maradék, akkor azt az eddig megtalált s egy 
tagnak tekintett gyökrész háromszoros négyzetével 
elosztjuk s a már elmondott módon folytatjuk az 
eljárást. Pb:
\  1 3x -f- 6x2 +  7x9 -f- 6x4 - f  3x6 -j- X« =  1 -L- X - f  X2
-  1 ______________________________
(3x +  6x2 +  7x» +  6x* + ........): 3
— 3x-f3x»4- X3
(3x2 -j- 6x3 +  6x4+ 3x‘+x«): (3 - f  6x +  3xJ) 
— 3xa +  6x3
f +  3x4_  \_[-3x4± 3 x 6±  Xе
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A tizes számrendszerbeli számokból való köb­
gyökvonásnál : 1) felosztjuk az adott számot az egye­
sektől — tizedes tört esetében a tizedes ponttól 
jobbra és balra — számítva három jegyből álló 
csoportokra; 2) megkeressük azt a számot, melynek 
köbe a legmagasabb rendű csoportot leginkább meg­
közelíti ez lesz a gyök első számjegye; 3) ennek 
köbét kivonjuk az első' csoportból, a nyert maradék­
hoz pedig hozzáfüggesztjük a következő' csoportot; 
4) az így nyert számot miután két utolsó számjegyét 
elmetszettük, elosztjuk a már megtalált gyökrész 
háromszoros négyzetével; a kijövő hányados a gyök 
második számjegyét szolgáltatja; 5) most képezzük 
az első tag háromszoros négyzetének szorzatát a 
második taggal, a második tag háromszoros négy­
zetének szorzatát az első taggal s a második tag 
köbét s felírjuk ezeket a szorzatokat a maradék és 
egymás alá úgy, hogy minden következő szám egy 
jegygyei jobbra tovább kerüljön s az igy képezhető 
összeget a maradékból levonjuk; 6) ezt az eljárást 
addig kell folytatni, amig zérus a maradék. Ha a 
maradék sohasem zérus akkor a szám irrationális. Az 
eljárás a következő példákból nyer bővebb meg­
világítást :
1) V 531441 =  81 
512*"
19441 : 192
192L
24
1
0
0
2) V' 49-836032 =  3 68 
27
22866 : 27
162L
324
216
3180032 : 3888
31104L
6912
512
20. §. Az egy ismeretlent tartalmazó másodfokú 
egyenlet.
Valamely egy ismeretlent tartalmazó egyenletet 
akkor nevezünk másodfokúnak, ha abban az összes 
lehetséges összevonások megtétele után az ismeretlen 
legfeljebb a négyzeten fordul elő. Ha a másodfokú
49
rendezett egyenlet csakis egy az ismeretlen második 
hatványát tartalmazó és egy ismert tagból áll, akkor 
azt tiszta másodfokú egyenletnek nevezzük. Ennek 
általános alakja: ax2 =  b. Ha a rendezett másodfokú 
egyenlet három tagból áll, a melyek közül egyik az 
ismeretlen második hatványát, a másik az ismei’etlen 
első' hatványát, a harmadik pedig a teljesen ismert 
részeket tartalmazza, akkor azt vegyes másodfokú egyen­
letnek nevezzük. Az ilyen egyenletek általános alakja:
ax3 -f- bx -j- c =  0,
ahol a, 5 és c positiv, vagy negativ számokat 
jelentenek.
A tiszta másodfokú egyenletek megfejtése nem 
okoz nehézséget, mert a-val az egyenlet mindkét 
oldalát osztva s azután mindkét oldalból négyzet­
gyököt fejtve lesz a két gyök:
vagy ha az adott egyenlet:
3 x3 =  243, akkor: x3 =  81 és xt =  -f- 9, x2 =  — 9. 
Ha az egyenlet alakja:
x3 px =  0,
akkoi . x (x _j_ pj =  о és x4 =  0, x2 =  — p.
Legyen pl. az adott egyenlet: 
x2 -j- 6x =  0, akkor: x (x-j-6) =  0 és xi — 0, x, = — 6. 
Ha az egyenlet alakja:
Xs - f -  2ax - | -  a3 =  b, akkor: (x - f -  a)3 =  b
x -|- a =  +  V b és ij  =  — a -j- у b, x3 =  — a — \' b. 
Legyen pl. az adott egyenlet: 
x3 -f- 4 x -f-4 =  25, akkor: (x +  2)3 =  25, x - |-2 = ± 5 , 
xt = 3 ,  x, =  — 7-
Ezen megjegyzések után lássuk miképen történik 
a vegyes másodfokú egyenletek megfejtése. Osszuk 
el az ax3 -j- bx -j- c =  0 egyenlet minden tagját a-val, 
akkor lesz: ,
X2 л .  _D_ x i A  =  0 
a a
L é v a y  : A lg eb ra . 4
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ilyformán az ismeretlen négyzetét tartalmazó tagra 
nézve mindig elérhető, hogy annak coefficieuse az
egység legyen. Ha most =  p és =  q, akkor az
egyenlet alakja : xj px =  _  q
Ha a baloldal teljes négyzet lenne, akkor a meg­
oldást az (x-}-a)2 =  b egyenlet-alaknál követett el­
járás szerint végezhetnők. Tehát egészítsük azt ki 
teljes négyzetté, akkor egy harmadik tag járul még
a két előbbihez, amely csak -^--nek a négyzete lehet;
ha ezt az egyenlet mindkét oldalához adjuk, lesz:
Xs +  px +  \  \  -  4,
azaz: _____
(* +  i ') ’ “ ’? - ' 1 é‘  5 +
honnan:
, ____P i  / p t = _ _ p _  /Р а_ п
1 — 2 ^ V 4  4 ’ a 2 ^  4 q'
Tehát az olyan másodfokú egyenleteknél, melyek­
ben a négyzetes tag coefficieuse az egység, az ismeretlent 
megtaláljuk, ka képezzük a második tag fél-coefficiensét 
ellenkező jellel s ahhoz hozzáadjuk, vagy abból levonjuk 
a fél-coefficiens négyzetéből s a jobb oldalon álló ismert 
tagból képezett algebrai összeg négyzetgyökét.
Legyen pl. adva:
х2_ 6х +  8 =  0; X2 — 6x +  9 = 9  — 8 ; (x —3)2 =  1;
X — 3 =  ±  1; xt =  4; x, = 2 .
Vagy legyen : ,----------
bJ 6 9 /81 9 1x2 — 9x +  20 =  0 ; x ==y  +  =  ;
Xj =  5 ; x, =  4.
A vegyes másodfokú egyenlet gyökeire nézve 
három eset lehetséges; éspedig:
7)^  /1) Ha - -  — q f>  0, akkor a két gyök valós és
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egymástól kü lö n b ö ző mert a gyökalatti mennyiség 
positiv s így a gyökvonás végezhető. Itt ismét három 
eset lehetséges, a szerint, amint q 0, q =  0, q 0.
P2 '
2) Ha —----q =  0, akkor a két gyök valós és4
egymással egyenlő éspedig: x, =  x, -------
P2
3) Ha —----q 0, akkor a két gyök imaginárius.
21. §. Másodfokú egyenletek két ismeretlennel.
Ha két egyenlet van adva két ismeretlen között, 
melyek közül az egyik első-, a másik másodfokú, 
vagy a melyek mindegyike másodfokú, akkor azok 
megoldása ugyanazon elvek szerint történik, melyeket 
az elsőfokú egyenlet-rendszerekre nézve (12. §.) meg­
ismertünk. Mi jelenleg csakis azon feladatok meg­
fejtésére fogunk szorítkozni, amelyek az egy ismeret­
lent tartalmazó egyenletre való redukálás után leg­
feljebb másodfokú egyenleteket adnak. Legyen a 
megoldandó egyenlet-rendszer:
I. X -j- у =  a és xy =  b, akkor az első egyen­
letből : у =  a — X ,  ami a másodikba helyettesítve a 
következő egy ismeretlent tartalmazó másodfokú 
egyenletre vezet:
X2 — ax -f- b =  0.
Ugyanezen eljárás vezet az x — у == a és xy =  b
továbbá az x у =  a é s -----1-----= b  egyenlet
x У
rendszerek megfejtésére is, ha a második rendszer 
második egyenletét közös nevezőre hozzuk.
II. X2_f_yí =  a2; x-j-y  =  b;
a második egyenletet négyzetre emelve lesz: 
x2 -j- 2xy -f- y2 =  b2;
ebből az elsőt kivonva lesz: 
2xy =  b2 — a2 és xy b2 — a2
J j 2  ___  a 2
Ha most az x -f- у =  b és xy =  — ^— - egyenlet­
rendszert tekintjük, azt látjuk, hogy az az I. alatt
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tárgyalt rendszerrel azonos s így a megfejtést a 
következő másodfokú egyenlet szolgáltatja:
x2 — bx b2— a2 2 0.
Hasonló eljárás utján jutunk az xs4 -y s =  as és 
X — у =  b egyenlet-rendszer megoldására.
Ш . xa — y2 =  a2; x + y = b ;  (x-fy) (x — y) =  aa; 
ezt a 2-ik egyenlettel osztva, lesz:
a2
X— 7==¥ ’
hozzávéve x -4- у =  b egyenletet lesz :
2l =  b +  £ ; I  =  i ( b + £ )
2y =  b - | ;  y =  I ( b - ^ )
IV. x2-)-y2 =  a ; x y = b ; a 2-ik egyenlet helyett 
irható x2y2 =  b2 s akkor ez olyszerű alak, amilyet 
I. alatt tárgyaltunk s így ennek megoldását az 
x2 — ax — b2 =  0
másodfokú egyenlet szolgáltatja, melyből x2 és y* 
részére a következő értékpárokat nyerjük:
± V i+ v T - - V 2 \ 4 - b -
У. Vx +  Vy =  a; X — y =  b. Legyen \ x =  u, 
\[y =  V, akkor :
u -j-v  =  a; u 2 — V2 =  b.
A megoldást visszavezettük а III. alatt foglalt 
alakra.
22. §. Másodfokú egyenletekre és egyenletrend­
szerekre Tezetö tárgyi feladatok.
Itt is érvényes mindaz, amit az ily természetű 
elsőfokú feladatokra (13. §.) megemlítettünk, azért 
jelenleg csakis néhány példát kívánunk mintául be­
mutatni.
I. Ha valamely szám négyzetéhez a 4-szeresét ad­
juk összegül 32-őt nyerünk ? Melyik e szám ? Ez a 
szám x és:
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X 2 - j - 4x =  32, honnan : x t  =  —  2 - | -  \/36 =  4 ;  
x2 = = ' - 2  — >/36 =  — 8.
II. АЙ részre osztandó 70 oly módon, hogy a 
részek szorzata 600 legyen. Az egyik rész x, a másik 
70 — x és
x (70 — x) =  600; xa — 70x =  — 600; 
xt =  35 +  V1225 — 600 =  35 -f- 25 =  60; 
x3 =  35 — \Jl225 — 600 =  35 — 25 =  10.
III. Mely két szám összege lő, négyzeteik különb­
sége 15? Az egyik szám x, a másik 15 — x és
x2 — (15 — x)2 =  15; x2— 225 -j- 30x — x2 =  15;
30x =  240 ; x =  8 és 15 — x =  7.
IV. Melyik három egymás után következő szám 
összege 50?  Ha az egyik szám x, akkor a másik x - |-l, 
a harmadik x£- 2  és:
x2 -j- (x -f- l)2 -f- (x -f- 2)2 =  50; x2 2x =  15 ; 
x =  — 3 + ^16 ; Xj =  3; x2 =  — 5.
Tehát a három szám: 3, 4, 5; vagy —5, —4, —3.
V. Egy mulatság költsége 64 korona; ha 4-gyel 
kevesebb résztvevő lett volna, mindegyik 1—^ koronával 
többet fizetett volna. Hányán voltak s mennyit fizetett 
egy-egy ? A résztvevők száma x volt s egyre — ko­
rona jutott. Ha x — 4 résztvevő lett volna, akkor
64 64 1eg y n ek ----- j  koronát azaz — £-1— koronát kellett
volna íizetni, miből:
64 _64 , £
x — 4 — x +  3 ’
192x =  192x — 768 - f  4x* — 16x;
x2 -  4x =  192; x =  2 + VÍ 9 6 =  2 +  14 =  16.
A negativ gyök itt nem bir értelemmel.
VI. Melyik az a két szám, melyek összege 18, 
szorzata 45. E számok x és y; tehát:
45 45
x -j- у =  18; xy =  45; x =  -  és у  +  у =  18;
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у2 — 18у =  — 45 ; у =  9 + V36; у4 =  15; у2 =  3. 
Az у értékeinek nyerésére ezeket helyettesítjük s 
így : X, =  3; x2 =  15.
VII. Két szám négyzeteinek összege 61, szorzata 30. 
Melyik ez a két szám ? Az egyik x, a másik у és: 
x* +  y* =  61; xy —30, innen 2xy =  60 az első egyen­
lethez adva:
xa +  2xy +  y2 =  121 ; (x -j- y)2 =  121; x +  y =  l l ;  
tehát: x-j-y  =  l l  és xy =  30;
honnan x =  ^  és ^  -j- у =  11; у2 — Ily  =  —30 ;
11 , l m  120 11 , 1
у = т + \ / т - т  =  т  +  ^ ; х‘ - ° ! х* _ 5 -
Helyettesítés után : yt =  5; y2 =  6.
VII. A  derékszögű négyszög területe 2  От2, kerü­
lete 18 m. M ily nagyok az oldalai ? Az egyik x, a 
vele szomszédos у és:
xy =  20; 2 (x +  y) =  18 ; x +  у =  9 ; у =  — ;
i 20 о 2 o on 9 1x +  _ = 9 ;  x2 9x=  20; x =  - - - j j — =
9 1 '
=  2 +  2 > X1 =  5> x* =  4 ; 7 i =  4, J i  =  5.
IX. Két négyzet területének különbsége 5400 то2, 
oldalaik különbsége 60 то. mily nagyok a négyzetek 
oldalai? Az egyiké x, a másiké y.
x2 — у2 =  5400; x — у =  60; 
x2 — у2 , 5400 пл>
■ у г у — х + У - -65— 9 о
x —|— у =  90 x = 7 5  т .
х У — 60 у =  15 т .
2х =  150 
2у =  30
X. Két szám aránya 4: 5, négyzeteik összege 2009. 
Melyik e két szám ? A két szám x és y.
y  =  х* +  У2 =  2009; x =  ^y ; ^  y2 +  y2 =  2009;
41y2=25.2009; у2 =  1225; у =  + ^1225 =  35; x=28.
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23. §. A számrendszerekről.
Valamely szám kisebbedé) hatványainak sorát a 
negativ hat vány к ite veik bevezetése alapján az első 
hatványon túl bármeddig folytathatjuk, felírván annak 
0-ik, — 1-ik, — 2-ik stb. hatványát is. Ily módon 
lehet a tizes számrendszerbeli tizedes törteket is 10 
fogyó hatványai szerint rendezett sorban feltüntetni. 
Legyen pl. 2356‘78tí4 ily sor alakjában előállítandó, 
akkor a kívánt sor:
2.10з +  3.10* +  5.101 +  6 .1 0 ° + 7 .1 0 - 14 - 8 .1 0 - а +  
+  6 .1 0 - 3 +  4 .10-b
A tizes számrendszerbeli számoknak ily alakban 
való felírása módot nyújt arra, hogy a számok oszt­
hatóságára a közönséges és tizedes törteknek egy­
másra való átalakítására vonatkozó és más már a 
számtanban megismert tételeket szigorúan bizonyítani 
tudjunk.
A számrendszer alapjául nem csupán 10, hanem 
más positiv egész szám is szolgálhatna. Ha valamely 
a számot választanánk alapul, akkor az ezen rend­
szerbeli számok a fogyó hatványai szerint rendezett 
sor alakjában lennének felírhatok, persze akkor az a 
hatványainak coefficiensei csakis 0, 1, 2, 3 . . .  a — 2, 
a — 1 lehetnének. így a hetes számrendszerben a 
7 hatványaihoz tartozó coefficiensekül csakis 0, 1, 2, 
3, 4, 5, 6 szolgálhatnak.
A tizes számrendszerbeli számokat pl. A-et 
könnyen kifejezhetjük más pl. m alappal biró szám­
rendszerben, csakis az :
N == a„mn -f- a„_,mn-1 -{-........ a2m2 +  aim -f- a0
számsorban kell az o„, tin—lt an~t ........a2, a,, a0
coefficienseket rendre meghatározni. Ezeket pedig 
könnyen nyerhetjük, ha A’-et elosztjuk az m alap­
számmal, mert akkor hányadosul kijön:
anmn- ‘ -|- ün-iH”' 1 + .  • •-}- a,m -f- at
és G0 lesz a maradék, ha azután a nyert hányadost 
ismét то-mei osztjuk, kijön az anmn—3-j-an—jm"- 3-j- 
-f-. . .-r-a-jm-j-a, hányados és maradékul a, coefficiens; 
ezen eljárás folytatása rendre megadja a kívánt 
coefficienseket, melyekhez még csupán az alapszám 
megfelelő hatványai fiiggesztendők. Legyen pl. 
2358 kifejezve a 7-es számrendszerben, akkor:
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2358: 7 =  336, 336 : 7 =  48, 48 : 7 =  6, 6 :7  =  0
maradék: 6 maradék: 0 maradék: 6 maradék: 6
tehát: 2358 =  6.73 +  6.72 +  0.74 +  6.
24. §. A kéttagú mennyiségek magasabb hatványai.
Newton binomiális tantétele.
Ismerjük már a kéttagú mennyiségek négyzetét 
és köbét (5. §.) állítsuk most elő az (a -f- b)3-nak 
(a-j-b)-vel való szorzása által (a -f- b) 4-ik hatvá­
nyát, majd az 5-iket is és iparkodjunk azokból meg­
állapítani ama törvényszerűségeket, melyek bennün­
ket (a-j-b)“-ik hatványának felírására képesítenek, 
(a +  b)4 =  a +  b 
(a +  b)2 =  a2 - f  2ab - f  b2 
(a 4- b)3 =  a3 -f- 3a2b - f  3ab2 +  b3 
(a -j- b)4 =  a4 -j- 4a3b -j- 6a2b2 -|- 4ab3 -f- b4 
(a -|- b)6 =  a5 -f- 5a4b -f- 10a3b2-(- 10а2Ь3т|-5аЬ4-|-Ь6.
Ezen alakok gondos megfigyelése alapján a 
következő észrevételeket tehetjük :
1) Minden hatvány egygyel több tagot tartal­
maz, mint a mennyit az exponens mutat.
2) A hatvány első tagja az alap első tagjának 
annyiadik hatványa, a mennyire a kéttagút emelni 
kívánjuk; ez a betű azután minden következő tag­
ban egy-egy fokkal kisebb hatványon látható, egé­
szen a 0-ikig; az alap második tagja megfordított 
sorrendben növekedő hatványokban fordúl elő a 
0-iktól egészen a kívánt legmagasabbig, a két rész 
exponenseinek összege egyenlő a hatványkitevővel 
ilyformán: ha csakis a coefficienseiktől megszaba­
dított betűmennyiségeket vennők figyelembe, azt 
látnok, hogy azok geometriai haladványt. képeznek,
(6. §.) melynek quotiense — ; így az 5-ik hatványnál :
a6, a4b, a3b2, a2b3, ab4, b6.
3) A számbeli coefficiensekre nézve kitűnik, hogy 
ezek elseje 1, továbbá, hogy azok az első és utolsó 
tagtól számítva egyenlő távolságban egyenlők ; végűi 
hogy minden ily coefffcienst a közvetetlenűl előtte 
állóból fejthetünk ki, ha ezt megszorozzuk az előtte 
álló tagban lévő a szám exponensével és a nyert 
szorzatot elosztjuk a megelőző tagok számával; tehát 
pl. az 5-ik hatványra nézve az első coefficiens 1,
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ugyanott a exponense 5, a másodikat megelőző tagok
5száma 1, lesz tehát a 2-ik coefficiens: — ; a har- 
... 5 4 5 .4  5 .4  3 5 . 4 . 3
madl k : T --2 - n 2, a 4' ,к Т Т У Т ^ Г Г О 1
_ .. 5 . 4 . 3  2 5 . 4 . 3 . 2
az 5‘1к ГТ2ТЗ ’ 4 =  1 . 2 . 3 . 4  7 Vegre a 6 lk 
5 . 4 . 3 . 2  5 5 . 4 . 3 . 2 . 1
1 . 2 . 3 . 4  I “  1 . 2 . 3 . 4 . 5 '
A most megismert jellemző tulajdonságok alap­
ján már az (a -[- b)6-nak (a -j- b)-vel való szorzása 
nélkül is képesek vagyunk (a -{- b)7 értékét kifejteni, 
mert; „ .. .
( a + b )7 =  a7- f  у  • a«b +  ^  a»b2 - f  1 ' 2 ' 3 a4b3- f
+  a3b4 +  • aab6 +  I  ab« +  b7.
Az itt szereplő coefficiensekre nézve új jelzési 
módot hozunk be, mely szerint pl.
( í )  (olv- hét еёУ fölött); \ ^ = = { Х )  (Ь«6
kettő fölött);  ^. 2 , 3  =  ( з )  (hét három fölött) és a 
többi, vagy általában:
Y  =  ( í )  (» egy fölött); —y — =  ( 2 )  stb-
Nem lesz nehéz most már (a -j- b) и-dik hatvá­
nyának kifejtett alakját felírni, mert:
(a -)- b)“ =  an í 1 J aU_1 b2 +  ^ 2 } a" ~ 2 b3 +
+  ( “)  a» - .  b> +  . . . +  ( n “ , )  ab - • + ( “ )
Ezt a tantételt, mely arra képesít bennünket, 
hogy a kéttagú mennyiség bármely hatványát, vagy 
valamely hatványának akár hányadik tagját felír­
hassuk, feltalálójáról Aéwáon-féle kéttagi tantételnek 
nevezzük.
Jegyzet. A kéttagi coefficienseket úgy is elő- 
/1! i it hatjuk, hogy elsőül felírjuk az egységet, a követ­
kező coefíiciensí, pedig nyerjük, ha a megélőző hat-
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vány két első tagjához tartozó coefficienseket össze­
adjuk, a 3-ikat, ha a megelőző hatvány második és 
harmadik coefficiensének összegét képezzük és így 
tovább, tehát (a-j-b) első hatványának coefficiensei- 
ből kiindulva:  ^ ^
1 2  1 
1 3  3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
A kéttagi coefficiensek így nyerhető háromszög­
alakú táblázatát Pascal-féle háromszögnek hívjuk.
Minthogy a Pascal-féle háromszög alapján az 
ft-ik hatványhoz tartozó coefficienseket csakis akkor 
vagyunk képesek felírni, hogyha az (n — l)-ik hat­
ványhoz tartozókat már ismerjük; azért az a két- 
tagúak magasabb hatványainak gyakorlati meg­
határozása tekintetében — a Newton-féle tantétellel 
szemben — nem nagy értékkel bír.
25. §. Az arithmetikai vagy számtani haladváuy.
Arithmetikai vagy számtani haladványnak a 
számok oly sorát nevezzük, melynél bármely tagból az 
előtte állót kivonván, ugyanazon különbséghez jutunk. 
Ilyen haladvány: 2, 4, 6, 8, 10 . . . .  , vagy:
a, a d, a -(- 2d, a 3d, a -[- 4 d , ............
A számtani haladvány növekedő, vagy csökkenő, 
aszerint, amint a különbség (differentia) positiv, vagy 
negativ: ^  13) ^  1? növeked^
18, 15, 12, 9, 6, 3, 1 csökkenő
haladvány; az előbbi különbsége -j- 2, az utóbbié 
— 3. Az itt szereplő számokat a haladvány tagjainak 
nevezzük.
A  számtani haladvány bármely tagját nyerjük, ha 
az első taghoz hozzáadjuk a különbség annyiszorosát, 
a hány tag a keresettet megelőzi. Ha tehát az első tag 
a, a differentia d és az w-ik — an — a felírandó tag, 
akkor: an =  ал -|- (n — 1) d; így pl. az
1, 7, 13, 1 9 ............
haladvány 9-ik tag ja:
í)9 =  a1 - f  (n— l)d  = 1  +  8.6 ==49.
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A  számtani haladvány n első tagjának összegét — 
sn — nyerjük, ha az első és n-ik (utolsó) tag összegét 
a tagok számának felével megszorozzuk. Legyen az n 
tagú haladvány:
sn =  a +  (a +  d) +  (a +  2d) +  (a +  3d) + ........+
+  [a -f- (n — 1) dj
vagy az utolsó tagot м-val jelölvén, a fordított sor­
rendben felírt haladvány:
s„ =  u +  (u — d) -|- (u — 2d) -j- (u — 3d) + ........+
+  fu — (n — 1) d];
akkor, ha most e két sort összeadjuk :
2s„ =  (a +  u) -[- (a -f- u) +  (a -)- u) -)- (a +  u) +  .. . +  
+  (a +  u) >
és mivel az n tagú összeg tagjai egyenlők, lesz:
2sn =  n (a +  u) és sn =  (a +  u).
Ha a 3, 7, 11, 1 5 ........haladvány 12 első tag­
jának s12 összegét keressük, lesz:
=  y  (3 + 3  +  11.4) =  6 (6 +  44) = 6 .5 0  =  300.
Ha a számtani haladvány két tagja pl. a és h 
közé n tag sorolandó olymódon, hogy a szereplő 
ra +  2 tag számtani haladványt alkosson, akkor közbe- 
igtatást (interpolatio) kell végeznünk. E czélra elég 
az új haladvány differentiáját — d1 — kikeresni. 
Azonban tudjuk, hogy ezen n + 2  tagú haladvány 
utolsó tagja: ó =  a +  (n +  l ) d 1, honnan:
így pl. ha a 3, 5, 7 . . .  . haladványban 3 és 5 
közé 7 új tag igtatandó, akkor:
, 5 — 3 2 1 , . , .
d1 = — g—  =  y ==+  8 a haladvány
o g l  3 ^  3 3 1 4 ^  4 ^  4 ^ 5  
d T» d 2 ’ 4 ’ * 4 ’ 2 ’ 4 '
26. §. A logarithmusokról.
Valamely a számnak a b alapra vonatkozó loga- 
rithrnusa alatt azt az x hatványkitevőt értjük, melyre 
az alapot emelni kell, hogy az adott számot nyerjük.
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Ezt igy jelöljük ki: 1) logb a =  x (logarithmus b 
alapra a egyenlő x) s ennek az az értelme, hogy: 
2) áx =  a. A logarithmálás vagyis az ismeretlen 
exponens számbeli értékének meghatározása tehát 
éppen úgy, mint a gyökvonás, a hatványozásnak 
megfordított művelete, a hol azonban az adott alap­
hoz és hatványhoz a megfelelő exponenst keressük. 
Ha az 1) alatt foglalt egyenletből x értékét 2)-be
helyettesítjük, lesz: 3) ^°®b a =  a. így p l.:
34 =  81; logs 81 =  4; 31о?з81= 81 .
A logarithmus értelmezéséből következik, hogy:
a) Bármely alapnak önmagára vonatkoztatott loga- 
rithmusa az egység; ha b az alap, akkor logb b =  1, 
m ert: b1 =  b.
b) Az egységnek bármely alapra vonatkozó loga­
rithmusa zérus; logb 1 =  0, mert: b° =  1.
c) A  zérus logarithmusa az egynél nagyobb alapra 
— OO; loga 0 =  — OO, ha: a 1; m ert:
dj A  szorzat logarithmusa egyenlő a; tényezők loga- 
rithmusainak összegével; logm (ab) =  logm a -j- logra b ; 
mert legyen: logm a =  x és logm b =  y, innen: 
mx =  a és my =  b ; e két egyenletet szorozván, lesz : 
tnx + y =  ab s a logarithmus értelmezése alapján: 
x —|— у =  logm (ab) innen x és у értékének helyet­
tesítése után: logm (ab) =  logm a -f- logm b.
e) A hányados logarithmusát megtaláljuk, ha a 
számláló logarithmusából kivonjuk a nevezőét: logm
=  logm a — logm b. A bizonyítás menete olyan,
mint d) alatt.
f) A  hatvány logarithmusát nyerjük, ha az alap 
logarithmusát megszorozzuk az exponenssel: logm (ab) =  
=■ b . logm a, mert legyen logm a =  x honnan: mx =  a, 
innen: mxb =  ab és xb =  logm (ab) ; x értékét helyet­
tesítve, lesz : b . logm a =  logm (ab).
g) A gyökmennyiség logarithmusát úgy találjuk 
meg, hogy a gyök alatti mennyiség logarithmusát a
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gyökkitevővel elosztjuk; Iogm V~a~= -^ °^n a . A bizonyí­
tás az előbbi alapján egyszerű, ha meggondoljuk, 
hogy a gyökmennyiség nem más, mint törtkitevővel 
biró hatványmennyiség.
h) Ugyanazon számnak különböző alapokra vonat­
kozó logarithmusai különbözők.
i) Ha valamely a szóimnak c alapra vonatkozó 
logarithmusát már ismerjük, akkor annak b alapra 
vonatkozó X  logarithmusát úgy kapjuk meg, hogy a már 
ismert logarithmusát elosztjuk az alapnak a régire
vonatkoztatott logaritlimusával: logba =  logc a . j----
m ert: bx =  a ; logc (bx) =  a, vagy : x logcb =  logca,
honnan : x =  logca . r— —.logcb
Ha valamely számot alapul választunk és a 
természetes számokat, mint ezen alap hatványait 
képzeljük előállítva, akkor az exponensek — tehát a 
természetes számok logarithmusai — logarithmusi 
rendszert alkotnak. A logarithmusi rendszer alapja 
csakis az egységnél nagyobb positiv szám lehet. Negativ 
számot nem választhatunk alapul, mert annak hat­
ványaival nem vagyunk képesek minden reális számot 
előállítani, éppen oly kevéssé szolgálhat ily czélra 
az egység, melynek minden hatványa egy. — A 
positiv alapnak minden positiv és negativ egész és 
tört hatványa positiv szám, azért a negativ számok 
logarithmusai csakis imaginárius számok lehetnek.
A mathemetikában két logarithmusrendszert isme­
rünk, a természetest, vagy hyperbolikus logarithmus­
rendszert, ennek feltalálója Napier lord skót tudós 
(1614), alpszáma e —  2-718281828459.. . jele l ,  vagy 
1. nat. (logarithmus naturalis); és a közönséges vagy 
Brigge-féle logarithmus-rendszert, melynek feltalálója 
Briggs' Henry (1624) oxfordi egyetemi tanár, alap­
száma pedig 10, jele log. A Briggs-féle logarithmusok 
alapszámát nem írjuk ki, a természetesé azonban 
mindig kiírandó.
A Briggs-féle logarithmusrendszerben csak kevés- 
számnak egész szám a logarithmusa, a legtöbb számé 
irracionális érték, melyet annál jobban megközelítünk, 
minél több tizedessel állítjuk elő. Rendesen 4—1 
jegyig történik a meghatározás. Minthogy:
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10° =  1 azért log 1 =  0 102= 1 0 0  azért log 100 = 2
10‘ =  10 „ log 10 =  1 110®=1000 „ log 1000 = 3
h
SIIтот-Н azért log 0 1 =  — 1
Ю-2  =  ■
100 * n loS 0 01 =  — 2
10 -® =  —— , 1000’ „ log 0.001 =  — 3.
Az 1 és 10, 10 és 100, 100 és 1000 stb., továbbá a 
ОТ és 0'01, OOl és 0 001 stb. közé eső számok loga- 
rithmusai két részből állanak éspedig egy egész 
számú és egy tört részből. Az egész számú részt 
jellemzőnek, vagy charakteristikának, a tört számot 
pedig pótléknak, vagy mantissának hívjuk. Az egység­
nél nagyobb számoknak positiv, a kisebbeknek negatív 
logarithmus felel meg. A negativ pótlék helyett 
rendesen positiv pótlékot veszünk és negativ jellem­
zőt írunk utána. így pl. — 0 56789 =  1 — 0 56789 —
— 1 = 0 4 3 2 1 1 — 1. A természetes számok lo g a rit­
musait. táblázatokba állítják össze, melyeknek elején 
megtalálhatók az utasítások, miknek követésével 
képesek vagyunk a keresett logaritmusokat a táblá­
zatban megtalálni. (L. Polikeit: Logaritmustáblák. 
Kiadta: Stampfel Károly.) Ez a táblázat ötjegyű. Az 
első logarithmustáblát Jjriggs és Vlacq számították 
ki és állították össze. Ok a számítást a geometriai 
középarányosok ismételt alkalmazásaival, igen fárad­
ságos úton végezték. A logaritmustáblák használa­
tára nézve csakis néhány megjegyzést kívánunk 
tenni: Az egész számok logarithmusainak charákteris- 
tikája mindig egygyel kevesebb egységből áll, mint a 
mennyi az adott szám jegyeinek a száma. Tehát az 
egyjegyű számé 0, a kétjegyűé 1, a három jegyűé 2 
-és a többi. Az egyenlő jegyekből álló, de szorzóul 10 
különböző hatványait tartalmazó számok logarithmusai 
csakis a charakteristikában különbözhetnek. így pl. 5, 
50, 500, 5000..., 0 5, 005, stb. logarithmusainak 
pótlékai ugyanazon számok, csakis a Charakteristika 
az elsőnél 0, a másodiknál 1, majd 2, 3 . . .  — 1,
— 2,...s tb . Ez okból a táblázatokban csakis a pót­
lékok vannak feljegyezve.
A  logaritmusokkal való számításoknál a tizedes 
törtekre érvényes szabályok szerint járunk el.
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27. §. Expouentiális egyenletek.
Az olyan egyenleteket, melyekben az ismeretlen, 
mint hatvány vagy gyökkitető fordul elő, exponen- 
tiádis egyenleteknek nevezzük. Ilyenek:
a1 =  b és *\j a =  b.
Az ilyszerű egyenletek megoldása logarithmálás 
segítségével végezhető, mert:
X log a =  log b és — .log a =  log b
melyekből: m log b , log a
log a log b
Például:
21* =9261 és V Í728 =  12
X log 21 =  log 9261 és -  log 1728 =  log 12 
У
log 9261 3-966658
log 21 1-322219 ’
logl728 3-237544
log 12 1-079181 3'
NEGYEDIK RÉSZ.
A másodfokú egyenletek teljes elmélete. A 
másodfokú függvény és annak szélső értékei.
28. §. A másodfokú egyenletek gyökei és gyök­
tényezői.
A másodfokú egyenletek legáltalánosabb alakja: 
ax2 -)- bx c =  0, melyben a, Ь és c x-től független 
tetszésszerinti számokat jelentenek. Hogy azt az 
egyenletet megfejthessük, szorozzuk meg minden 
tagját 4a-val, lesz :
4a2x2 4abx -f- 4ac =  0,
4a2x* -f- 4abx =  — 4ac.v a g y :
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Ha ehhez а 52 =  á2 azonosságot hozzáadjuk, а 
bal oldal teljes négyzet lesz, azaz :
4a2x2 -j- 4abx — b2 =  b3 — 4ac,
(2ax +  b)2 =  b2 — 4ac;
' 2ax -f- b =  _+ V b2 — 4ac,
honnan : — b + \j b2 — 4ac
X— 2a
vagy felbontva ezt és j  b2 — 4ac =  m értéket helyet­
tesítve, a gyökök számára a következő értékeket 
nyerjük: — b-j-m  - b - m
Xl— 2a 5 Xa 2a
Minden zérusra redukált másodfokú egyerdet oly 
szorzat alakjában állítható élő, mélynek tényezői: a 
másodfokú tag coefficiense, és az egyenlet két gyök­
tényezője. Gyöktényező alatt oly különbséget értünk, 
melynek kisebbitendője az ismeretlen, kivonandója 
az egyenlet egyik gyöke; tehát:
ax3 -f- bx -f- c — a (x — xt) (x — x2).
E tétel képesít bennünket arra, hogy a másod- 
foki! kifejezéseket, mint három tényező szorzatát 
állíthassuk elő.
Hogy e tételt bebizonyíthassuk, vegyük figye­
lembe az egyenlet baloldalát, akkor:
axa +  bx - f  e =  a (x3 +  ^  +  - 0  =  a (x3 +  ^  - f  
b3 b3 — 4ac ГУ , b V  Гт Л21
+  4 ^  4a3 a K X + 2^J “  v2aj  J
= а( х + Ч ^ )  (x + ^ i r 5) ” a(,t_x‘>(3:“ s’)-
A  másodfokú egyenleteknek csakis két gyök felelhet 
meg, mert tegyük fel, hogy x1 és ayn kívül még r 
is gyöke az ax3 +  bx c =  0 egyenletnek, akkor 
ezen új érték x helyére írható s lesz:
ax3 -\- bx -f- c =  a (r — xt) (r — x2) =  0 .
Ámde valamely szorzat csakis úgy lehet zérussal 
egyenlő, ha valamelyik tényezője zérus s mivel a 
nem lehet zérus, tehát:
r — X, =  0, vagy r — x2 =  0 
azaz: r =  x,, vagy r =  x2.
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29. §. A másodfokú egyenlet gyökeinek és coeffi- 
cienseinek összefüggése. A discriminans. A reális 
gyökök előjelei.
A másodfokú egyenlet gyökeinek nagyságát az 
а, Ъ, c coefficiensek nagysága szabja meg. A gyökök 
és coefficiensek ilyformán szükségképen szoros össze­
függésben állanak egymással.
Ha a 27. §-ban talált gyökök összegét és szorzatát 
képezzük, lesz:
i b , c
Xl +  Xj =  ~ T  68 X‘ - X» = T ’
azaz : a második és az első coefficiens ellenkező jellel 
vett quotiense a két gyök összegével, a harmadik és az 
első tag quotiense pedig a gyökök szorzatával egyenlő.
Az elmondottak alapján képesek vagyunk adott 
gyökeiből a másodfokú egyenletet felírni, mert ha e 
gyökök 5 és 9, akkor:
— =  — (5 4-9) és — =  5 .9  a a
s így:
a ( X2 I ■ ^ X -f- =  a (x2 — 14x -j- 45) =  0;
X2 — 14x - f  45 =  0 
lesz a keresett másodfokú egyenlet.
Azt, hogy a másodfokú egyenlet gyökei, melyben 
az a, b és c coefficiensek reális számok, valós, vagy 
képzetes értékek-e, a gyök jel alatt előforduló \ b2 — 4ae 
kifejezés dönti e l; mert h a : b2 — 4ac 0, akkor m 
(28. §.) reális szám s így a két gyök két különböző 
nagyságú reális érték ; ha : b2 — 4ac == 0, akkor a 
két gyök két egyenlő nagyságú reális érték, ha 
végül: b2 — 4ac 0, akkor a gyökök conjugált 
complex-számok. A b 2 — 4ac kifejezést a másodfokú 
egyenlet discriminans-hnsáí hívjuk.
A reális gyökök és a coefficiensek előjelei között 
szoros összefüggés van, melyre nézve Descartes jel­
szabálya nyújt felvilágosítást, e szerint: az egyen­
letnek annyi a positiv reális gyöke, a hány jelváltás 
van az egyenleti háromtag két-két egymásra következő 
tagjánál és annyi a negativ reális gyöke, amennyi a 
jelkövetkezés az egymásután jövő tagoknál. így az 
Xs — 14x -4-'45 =  0 egyenletnek két reális gyöke
L é v a y :  Al g e b r a . 5
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van, mert discriminansa: bs — 4ac =  16 és mind a 
két gyök positiv, mert az egyenleti háromtagban két 
jelváltás fordul elő.
30. §. Két egyenlet közös gyöke.
Hogy két egyenletnek közös gyöke lehessen, 
szükséges, hogy coefíicienseik között bizonyos össze­
függés mutatkozzék. A coefficiensek összefüggését 
mutató azon egyenletet, melynek fenállása mellett a 
két egyenlet közös gyökkel bír, az egyenletek resul- 
tansának hívjuk.
Egy első- és egy másodfokú egyenlet resultánsát 
a következő módon határozzuk meg. Legyenek az 
egyenletek: ax +  b =  0
a,x2 -j— b,x — c, =  0 .
Ha ez a két egyenlet közös gyökkel bír, akkor az 
elsőfokú egyenlet egyetlen gyöke szükségképen gyöke 
a másodfokú egyenletnek, tehát:
_ _  b 
a
eleget fog tenni a másik egyenletnek is s így azt 
X helyébe írva lesz:
11 ( “ t )  + b>(4 ) ^  ~ 0’
honnan : a,b2 _  abbi _j_ a2Ci =  o,
mint a hét egyenlet resultánsa nyerhető.
Ha mind a két egyenlet másodfokú s közö3 
gyökük ж,, akkor :
ax, 2 -f- bx, -\- c =  0 
ai V . +  b A  + C j  = 0 .
Ha ebből az angol módszerrel (12. §.) előbb a négy­
zetes, majd az ismert tagokat kiküszöböljük, a követ­
kező egyenletekhez ju tunk:
x,(ab, — a,b) -f- (ac, — a,c) =  0 
x,2(ac, — a,c) -]- x,(bc, — b,c) =  0 ,
ezekből:
ac, — a,c be, — b,c
X1 = ----- tr----- V , vagy X1 = ......... ...... ■a b ,— a,b J 1 ac, — a,c
s e két egyenlet révén a resultáus értéke:
(ac, — a,c)2 — (ab, — a,b) (be, — b,c) =  0.
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31. §. Másodfokúra redukálható felsőbb fokú 
egyenletek.
Az oly felsőbb fokú egyenletek, melyekben az isme­
retlennek csak két hatványa fordul elő, de oly módon, 
hogy az egyik exponense kétszerese a másikénak, 
mindig másodfokú egyenletekre vezethetők vissza, 
ha új ismeretlent hozunk be a régi helyett. íg y : 
x2n -j- axn — b
egyenletben legyen : x11 =  y, akkor: x2n =  y2 s az 
egyenlet: y . +  ay _  b,
' 5*
a , j a 2 , n/ a la2 ,г _ х - = - ¥ ± у т + ь е в х _ ^ - 1 ± у т  =  Ь.
На az egyenlet alakja:
У X ~j— а У X =  b,
akkor: 2n,—  , n — ,Vx =  y es Vx =  y2,
honnan ______
У2 +  ay =  b és у =  ' ;  X =  — у  + +  b ;
4 - f ± y s + b ) -
Legyen még megfejtendő a következő alak: 
a3X -j- ma* =  n ; ha : ax =  y, akkor a2X =  y3 és
X m i mly =  ax =  _  2 ±  i ^  +  n .
, /  ш i lm 2 . \
1о* 1- ¥ ± У т  +  п )
log a
Végűi, ha az egyenlet alakja:
XI—  , 2 X , -----\l a - j -  m . ya =  и,
akkor: ax,— x,—V a =  у, у a =  y3,
y* -f- my =  n,
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honnan:
v* = - t ± V t + " *
log a
2 log ( - t ± V t + " )
32. §. A reciproc egyenletekről.
Az olyan zérusra redukált s az ismeretlen fogyó, 
vagy növekedő hatványai szerint rendezett egyen­
leteket, a melyeknél a baloldal elejétől és végétől 
egyenlő távolságban álló tagok coefficiensei egyenlők, 
reciproc egyenleteJi-nek nevezzük, mert azzal a tulaj­
donsággal bírnak, hogy gyökeiknek reciproc értékei 
szintén eleget tesznek az egyenleteknek. így ha az 
X4 — 3x3 -|- X3 — 3x -f- 1 =  0 egyenletbe , x ^helyére
1 . , . , 1 3 . 1  3 . , ..—-et írunk, lesz: + 1  = 0 , vagy
x4-nel, mint közös nevezővel felszorozván : 1 — 3x -(- 
-)- x2 — 3x3 -f- x4 =  0, ami állításunkat szemmel lát­
hatólag igazolja.
A reciproc-egyenletek, ha nem lépik túl az 5-ik 
fokot, másodfokúakra vezethetők vissza. Lássuk sor­
ban a visszavezetés-módját a harmad-, negyed- és 
ötödfokú reciproc egyenleteknél.
1) Ha a megfejtendő egyenlet:
x3 -f- px* -f- px -f- 1 =  0, 
akkor a helyett:
x3 —j— 1 -j— px (x -|- 1) =  0
egyenlet írható s mivel (x3-]-l) =  (x —)— 1) (x2 — x-j-1) 
(6. §. 4. pont), azért:
(x +  1) (x2 — x 4 - 1) +  px (x +  1) =  0, 
honnan x-\-1 , mint közös elem kiemelhető lévén, az 
egyenlet ilyen alakot ölt:
(x +  1) [x2 +  (p — 1) X +  lj =  0.
Ez az egyenlet csak akkor állhat fent, h a :
x -j- 1 =  0 , vagy x* -J- (p — 1) x -f- 1 == 0, 
ezen egyenletekből az eredeti gyökeit meghatároz* 
hatjuk.
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2 Ha a megfejtendő egyenlet:
X4 -f- px3 qx2 —j- px 1 =  0,
akkor az egyenlet tagjait x2-tel osztván, lesz:
i * +  ^  +  p ( » + t ) + 4 -°>
ha ide: x -j- -■ —  у értékét helyettesítjük, akkor
ennek négyzete x3 -j- 2 -j- ^  =  y2, azaz x2 - j-^ -  =  
=  y2 — 2, miáltal: y3 — 2 -f- py -j- q =  0 és
P V I о — P + n/p 3 — 4 q - f  8
y =  - 2 ± \ lT _ q  +  2 =  “ ---------2------------
eredményhez jutunk, melyből az adott egyenlet gyökeit 
már a legnagyobb könnyűséggel meghatározhatjuk. 
3) Ha a megfejtendő egyenlet:
x6 -(- px4 -f- qx3 -j- qx3 -f- px -j- 1 =  0 ,
(x5 —j— 1) —j— px (x3 —J— 1) —|— qx3 (x —j— 1) == 0 ; 
ezekből a tagokból (x -|- l)  kiemelhető, miáltal lesz:
t* + i )  Iх4+ ( p —i ) x*+ (i — p + q) x2 +  (p—! ) x +
+  i ] = o.
Itt az egyik tényező x —j— 1, a másik egy negyed- 
fokú reciproc-egyenlet; így hát a megfejtendő egyen­
let gyökeit ezek révén előállíthatjuk.
33. §. A biuom-egyeuletekről.
Az olyan egyenleteket, melyek csakis két tagból, 
mégpedig az ismeretlen valamely hatványából s egy 
ismert részből állanak, binom egyenleteknek nevezzük. 
Hyen: xm ±_ A =  0,
melyben A  az ismert részt képviseli. Ha most A-nak
a az ;n-ik gyöke, úgy hogy: és am =  A,
akkor a binom-egyenletek általános alakja: 
xm + am =  0,
melyből: x =  ay behelyettesítése után a következő 
alakra ju tunk:
am y“i + am =  0 ; am (ym ±  1) =  0 és ym ±  1 =  0 . 
Minden binom-egyenlet megfejtése ennélfogva az 
y™ + 1  =  0 alakú egyenlet megfejtésére vezethető
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vissza s annak gyökeit az yra r  1 = 0  alakú egyenlet 
gyökeiből nyerhetjük, ha ez utóbbi egyenlet gyökeit 
— az x =  ay helyettesítés folytán — a-val meg­
szorozzuk. Legyen pl.: x3 — 27 =  0 egyenlet adva; 
ebben 27 =  a3 és a =  3, ha most: x-= 3y, akkor: 
27y8 — 27 =  0 ; 27 (y3 — 1) =  0, 
az adott binom-egyenlet három gyöke az által nyer­
hető, ha az y3 — 1 = 0  egyenlet gyökeit rendre 3-mal 
megszorozzuk; de:
y 3  _  1 =  ( y  _  1) ( y *  +  у +  1) =  0,
honnan : у — 1 =  0 és у2 -j— у —(— 1 - = 0
azaz: —1. — 1 +  i V 3 . „  — 1 — i у 3
У 1 b  Ja i 3 з о
az adott egyenlet gyökei pedig ezek háromszorosai.
Ha az adott egyenlet gyökei az x4 — 1 =  0 alakú 
egyenlet gyökeivel állanak összefüggésben, akkor a 
megoldás menete:
x« _  1 =  (x2 -  1) (x2+ l )  =  0, 
innen: x3 — 1 =  0 ; x2- j - l = 0 ,
s az egyenlet gyökei:
ai =  1 ; x2 =  — 1, x3 =  i ; x4 =  — i.
Állítsuk még elő az x4- j- l =  0  ^ egyenlet gyökeit. 
x4 -)- 1 =  x2 ^x2 -)- =  0 ; innen x2 =  0
és: X s 4- — =  0 ba x 4- — =  y, akkor :
x2  ^ 4- 2 =  y2 és x2 4- — =  y2 — 2,
minek figyelembe vétele után:
y2 — 2 =  0 és y =  ± v '2 ;
у  értékeit az x -{- — =  у egyenletbe helyettesítve az
adott egyenlet számára négy gyököt nyerünk. — 
Ezek után már nem okozhat nehézséget az : x6 ±  1 = 0 , 
x6t l  =  0 stb. egyenlet-alak ok megfejtése sem.
34. §. A  fü g g v én y  foga lm a.
A végtelen sok érték felvételére képes mennyi­
ségeket változóknál; (variabilis mennyiségeknek) ne­
vezzük. Ha két változó mennyiség olyan kapcsolatban
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áll egymással, hogy az egyik minden adott értékéhez 
a másiknak egy teljesen meghatározott értéke tar­
tozik, akkor a két mennyiség függvénye egymásnak. 
Azt a változót, melynek értékét — oo-től -j- oc-ig vál­
toztathatjuk függetlennek, a másikat, melynek értéke 
függ az előbbitől s azzal együtt változik, függő­
változónak hívjuk. A függvényekben előforduló olyan 
mennyiségeket melyek értéke mindig ugyanaz marad, 
állandóknak (constans) mondjuk. így pl.: a kör területe 
függvénye a sugárnak, a négyzet területe a négyzet 
oldalának és a többi. Két mennyiségnek egymástól 
való függését az állandó és változó mennyiségek közt 
fenálló határozatlan egyenletek fejezik ki. így pl. az : 
ax -|- by =  c
egyenletből: c — ax
У b ' ’
itt X értékének változtatásával у is változik, tehát x 
a független, у  a függő változó, а, Ь, c pedig állandó 
mennyiségek. A függvény megjelölését következőleg 
eszközöljük : y _ f ( l ) . F W . у _ ф )
Ha a független változó a függvényben a második 
hatványon, vagy azonkívül az elsőn is előfordul, akkor 
a függvény másodfokú, ilyen az : у =  f(x) =  ax2-)- 
-f-bx-|-c függvény-alak.
35. §. Maximum és minimum értékek.
Valamely változó mennyiség maximum értékének 
azt nevezzük, amely nagyobb a közvetlenül előtte 
álló és közvetlenül utána következő értékeknél. — 
Valamely változó mennyiség minimum értékének azt 
nevezzük, amely kisebb a közvetlenül előtte álló és köz­
vetlenül utána következő értékeknél. (Ezek a relativ 
maximum, vagy minimum-ér télték. A függvény összes 
lehetséges értékei közül a legnagyobbat, vagy leg­
kisebbet absolut maximum, vagy minimum értéknek 
hívjuk.) Ha az y =  ax*-f-bx+c másodfokú egész függ­
vényben a, h cs c valós értékek, akkor ha e függvény 
maximum, vagy minimum értékét keressük, írjuk ezt 
fel a következő alakban:
f  , b b2— 4ac
l y + v J -------—
У ---------------- a--------------;
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ha most 1) a ^ > 0 , akkor ezen alak azt mutatja, hogy 
az у függvény akkor veszi fe l legkisebb értékét, mikor 
a számláló első tagja elenyészik, tehát mikor: 
b „ bax-}--2- =  0, azaz: x = — —,
és ekkor a függvény minimum értéke:
4ac — b2 
У =  4a •
Hogy ez valóban minimum érték, kimutatható, ha 
az у — у' különbséget képezzük, mert:
, ( и + 1 ) ’
г - ? - — i —
különbség mindig positiv érték, mivel számlálója és 
nevezője positiv; tehát у  ilyformán y ‘-nk\ bármilyen 
x  érték mellett is nagyobb értékkel bír. Ha pedig: 
(  . b V  b2 — 4ae
+  -----4 ~2) a < f 0, akkor az у = ------ —-------------- —----  függ­
vény első tagja (a negativ s a számláló positiv lévén) 
mindenesetre negativ szám; a függvény tehát akkor
( ax+  y )"nyeri el legnagyobb értékét, ha: --------------=  0, azaz:
ax — =  0 és x =  — amikor a függvény maxi­
mum értéke: , , „„ 4ac — b2
У =  4a '
Az első esetben csak minimum, a másodikban 
csak maximum értéke lehet a függvénynek, mert 
első esetben a változó más értékeivel a függvény 
értéke a végtelenségig nagyobbitható, a másodikban 
pedig a végtelenségig kisebbíthető lenne.
Ilyformán : az ax2 bx c másodfokú egész 
függvény akkor éri el legnagyobb vagy legkisebb értékét,
ha: x — — — és pedig az x ezen értékéhez tartozó
dac — й3 
4a
2a
függvény-érték maximum, ha a  negativ és
minimum, ha a  positiv. Első esetben nincs minimum, 
a másodikban nincs maximum.
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ÖTÖDIK RÉSZ.
A sorok és a kamatos-kamat-számítás.
36. §. A sorokról általában.
A meghatározott szabály szerint alkotott mennyi­
ségek egymásutánjait soroknak, magukat a mennyi­
ségeket a sorok tagjainak nevezzük. így pl. 1, 2, 6, 
24, 120 . . . .  oly sor, melynél a tagok megalkotásá­
nak mikéntje azonnal szembeötlő lesz, ha azokat ily 
alakban írjuk fel: aí — 1 ; a2 =  1 . 2 ; aa =  1 . 2 . 3 ;  
=  1 . 2 . 3 . 4 ;  o5 =  1 . 2 . 3 . 4 . 5 . . . .  és a többi. 
Az előzőkben (6. és 25. §) már foglalkoztunk 
,a geometriai- és az arithmetikai-sorral, de ottani 
tárgyalásainkban feltételeztük, hogy a tagok száma 
(n) véges; ekkor úgy az összeget (sn), mint az álta­
lános tagot (an) kifejező értékek véges számok vol­
tak. Vizsgáljuk most különösen a geometriai sort 
abban az esetben, ha a tagok száma végtelen nagy. 
Azt a számot, mely felé a geometriai sor összege 
annál jobban közeledik, minél több tagot veszünk 
számításba, határértéknek (limes) nevezzük. Ha a 
geometriai sor összegének határértékét keressük, 
négy lehetséges esetre bukkanunk ; mégpedig :
1) ha az : sn =  —-------  képletben q ))> 1 és
n —OO, akkor: ,.limsn =  oo,
n =  oo
a folyton növekedő tagok összege végtelen nagy;
2) ha q <C 1 és n =  oo, akkor:
lim.Sn =  -r—^ — , 
n = o o  1 4
mert a j0- végtelen kicsi s így elhanyagolható tört 
értéket vesz fel;
3) ha q =  l és n = oo, akkor:
lirn.S,, =  0 0 ; 
n — OO ’
mert az -egyenlő tagok összege folytonosan növe­
kedni fog a számításba vett tagok számával; ha 
végül:
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4) q =  — 1 és n =  oo, akkor: vagy 0,
vagy a, a szerint, amint a tagok száma páros, vagy 
páratlan.
A végtelen geometriai haladvány összege az el­
mondottakból kitetszőleg csakis akkor állítható elő 
véges értékben, mikor quotiense kisebb, mint az 
egység, különben soha. Az olyan végtelen sorokat, 
melyek összegét képesek vagyunk véges értékben ki­
fejezni, convergenseknek, a melyek összege végtelen 
nagy divergenseknek, a 4) alatt megismert sort inga­
dozónak (oscilláló) hívjuk. — Mielőtt valamely sor 
összegezéséhez fognánk tudnunk kell arról, hogy 
vájjon convergens-e, vagy divergens? A következők­
ben a sorok convergentiájának néhány ismertető 
jelével fogunk foglalkozni.
37. §. A sorok convergeutiájáuak felismerése.
Általános szabályul felállíthatjuk, hogy minden 
olyan sor divergens, melyben az egymásután következő 
tagok növekednek, vagy egyenlő nagyok maradnak, 
vagy bár kisebbednek, mindazáltal nagyobbak marad­
nak valamely véges számnál.
Valamely adott sor convergentiáját a legegy­
szerűbb módon úgy állapíthatjuk meg, ha annak 
tagjait valamely már convergensnek ismert sor pl. 
valamely convergens geometriai haladvány tagjaival 
hasonlítjuk össze. Ha ez összehasonlításból az derűi 
ki, hogy a megvizsgálandó sor tagjai bizonyos tagtól 
kezdve rendre kisebbek a convergens sor tagjainál, 
akkor az adott sor is convergens. Ezen a tételen 
alapszik a convergentia egyik legbiztosabb ismerve. 
Ha ugyanis u, +  u3 +  u3 +  • • • +  u„ +  Un-h +  • • • 
valamely positiv tagokból álló, fogyó végtelen sor, 
melyben az n-ik tagtól kezdve mindegyik tag az 
előtte állóval elosztva q valódi törtnél kisebb hánya­
dosra vezet, akkor ha figyelembe veszszük, hogy az 
első n tag mindenesetre véges összeggel bír, mond­
hatjuk, hogy a sor convergentiája csakis attól fog 
függni, hogy vájjon az и-iktől /vett tagok összege 
közeledik-e zérushoz, vagy sem. Ámde, ha :
Un + 1 
Un < q ;
"n + a 
U n  +  1
< q ;
Un + 3 
U n  + 2 <  q ; • • • •
akkor:
Un + i <  Un ■ q;  u„ +1 <  u„ +1.q <  u„ . q3; 
u„ + 3<  u„ +2 q < u „  . q3. . . .  és:
u„ + 1 +  Un + , +  n„ +3 .. . < u „  (q +  q2+ q 3+  -0; 
és minthogy a zárójelben foglalt geometriai haladvány 
q valódi tört lévén convergens, melynek összegér
q , .—----—, azért:1 — q
Un+1 +  Un + 2 +Un +8 + ---- in. inf. <  U„ . j—— r
Minthogy un mint a fogyó sor általános tagja, annál- 
inkább közeledik zérushoz, minél nagyobb n, azért 
az egyenló'tlenség baloldalán álló összeg határértéke 
zérus s igy : a positiv tagokból álló fogyó végtelen sor 
convergens, ha abban a tagok viszonya az őket közvet­
lenül megelőzőkhöz kisebb valamely valódi törtnél.
Ha a fogyó végtelen sor tagjai váltakozva plus 
és minus előjellel bírnak, úgy hogy a sor alakja;
Ui — u2 -j- ug — u4 -)-u6 — u6 - j- ..........akkor azt még
értékének megváltozása nélkül következőleg is fel­
írhatjuk :
(«i — u2) +  (u3 — u4) +  (u6 — ue) + ........in. inf.
vagy:
ui “  (u, — u3) — (u4 — us) — (u6 — u7) — . . . .  in. inf.; 
az első alak csupa positiv különbség s így a tagok 
összege: 8 iq — u2; a második alaknál a levo- 
nandók mind positiv számok s így az eredmény: 
S iq. Ilyformán a sor összege ut — гг2 és iq között 
fekvő véges érték, miért is : a szabályszerűen váltakozó 
előjelekkel ellátott tagokból álló fogyó végtelen-sor 
convegens.
A tiszta és vegyes szakaszos tizedes törtek rövi­
dített alakban felirt fogyó végtelen geometriai halad- 
ványok, melyeket éppen oly módon fejezhetünk ki 
közönséges törtek által, mint a mikép a convergens 
végtelen geometriai haladványok összegeinek meg­
határozása történt.
38. §. A geometriai sor alkalmazása a kamatos­
kamat számításra.
Valamely tőkéről akkor mondjuk, hogy kamatos- 
kamatokra van elhelyezve, ha a meghatározott idő­
egységekre, pl. évekre vagy félévekre eső kamatokat
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szintén a tőkéhez csatoljuk, úgy hogy a következő 
időszaktól kezdve azok is kamatozzanak. Az a kérdés 
merül most már fel, hogy bizonyos számú időegység 
eltelte után mennyire nő fel a tőke megadott kamat­
láb mellett kamatos-kamataival együtt ?
Hogy e kérdésre kielégítő feleletet adhassunk, 
csakis azt kell tudnunk, hogy mennyire növekszik 
fel az egységnyi tőke a meghatározott idő elteltével 
a megadott kamatláb mellett ? Ha ismerem 1 korona 
felnövekedett értékét akkor könnyen megtudom a 
t koronáét is, mert az egyenlő viszonyok közt í-szer 
annyira fog növekedni. Ha a kamatláb, azaz a 100 
korona után egy évre járó kamat p°/0, akkor, egy
koronának az első év végén 1 -j- ^  =  q a felnöve­
kedett értéke. Minthogy most már a második év kez­
detén q a kamatozó tőke és mert egy év alatt minden
korona 1 ~H ~jQ(j~~ra növekszik, azért q korona q^l-J-
a, azaz ga-re fog felnőni. Hasonló gondolat
menet alapján következik, hogy a harmadik év végén 
q*-ra és így tovább, az n-ik év végére pedig minden 
korona qn-re fog növekedni s így a p% mellett n 
évre kamatos kamatokra elhelyezett t tőke felnöve­
kedett T  értéke: m _  , ni  tq ,
a hol q =  1 —I— yjy- a kamattényező s ez 4, 5, 6 . . .
stb °/0 esetén 1'04, 14)5, 1 '06.. . .  és igy tovább. — 
Ha kamatozási időegységül nem az évet, hanem annak 
felét, harmadát, negyedét, vagy általánosabban wi-ed 
részét tekintjük, akkor a kamatlábnak fele, harmada, 
negyede, általában га-ed része, az évek számának 
azonban kétszerese, háromszorosa, négyszerese, álta­
lában m-szerese veendő számításba. Ha a: T  = tqn 
képletben szereplő négy mennyiség közül hármat 
ismerünk, a negyediket meghatározhatjuk. így h a :
1) T  az ismeretlen, akkor:
T =  tqn és log T =  log t -j- n log q ;
2) ha t az ismeretlen, akkor :
Tt =  qn és log t =  log T — n log q;
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3) ha q az ismeretlen, akkor:
= v
T és log q log T — log t
4) ha n az ismeretlen, akkor:
q" = log T — log tt ”  log q
Ha n az évek száma vegyes szám, akkor előbb 
meghatározzuk a felnövekedett tőkét az egész számú 
éveknek megfelelőleg s azután abból kiszámítjuk a 
hátralevő év tört részére eső kamatot. Ha 4) alatt 
n részére vegyes szám jönne ki, akkor a tört-rész 
hónapokban és napokban fejezendő ki.
39. §. A járadék (rente).
A járadék oly egyenlő időközökben (évenként, 
félévenként stb.) esedékes pénzösszeg, melynek él­
vezeti jogát a tulajdonos (rentier) valamely előre 
teljesített befizetéssel szerzi meg. Megkülönböztetünk 
idő-, vagy életjáradékot. Az elsőnek élvezete csakis 
bizonyos ideig, az utóbbié a tulajdonos haláláig tart. 
A járadékot vagy az időszak végén (legtöbbször az 
év) végén, vagy annak elején fizetik ki. Ilyformán 
utólagos- és előleges évjáradékokról beszélhetünk.
Mi a járadékra vonatkozó következő kérdésekre 
kívánunk kielégítő feleletet adni:
1) Mily nagy az n éven át minden év végén 
esedékes j  koronát tevő járadékok p0/0-os kamatos- 
kamatokkal számított összes értéke az к-ik év végén 
és mily nagy az összes járadékok mostani értéke ?
Az l-ső, 2-ik, 3 ik ...(n  — l)-ik és w-ik évvégén 
kapott j  koronák együttes értéke az n-ik év végén:
s =  jq—s +  jqn~ 2 +  • • • +  jY + jq + j  =  j (1 +  q -b  
+  qs + - -  • +  qn~*)=  J• q ~ i  ’
az összes járadékok mostani értéke pedig:
2) Mily nagy az n éven át minden év elején 
e:: di kes j  koronát tevő járadékok p% 'os kamatos-
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kamatokkal számított összes értéke az w-ik év végén 
és mily nagy az összes járadékok mostani értéke ?
Az 1-ső, 2-ik, 3-ik.. .(n — l)-ik és n-ik év elején 
kapott j  koronák együttes értéke az n-ik év végén :
6 =  jq" +  íjq ’1-1 +  jqn~ ‘ +  • • • +  jq 2+ jq  =  jq  (1 +  
+  q +  qu + - - - +  qn- ‘) =  j q . ^ _ y ;
az összes járadékok mostani értéke pedig: 
q" -1 q -  1
Ezen képleteket csak akkor használhatjuk fel 
logarithmusokkal való számításra, ka előbb (qn — 1) 
értékét meghatároztuk.
40. §. A kölcsönök törlesztése (amortisatió).
A meghatározott időközökben fizetendő olyan 
állandó — a — pénzösszegeket, melyekkel valamely 
kölcsön kamatait fizetvén egyszersmind magát a 
kölcsönt is törlesztjiik, annuitás-nak hívjuk. Minthogy 
az egyes annuitások mostani értéke (39. § 1. pont) t, 
q — 1azért: a =  tqn. ———-. Az annuitásoknak a toké q" — 1
törlesztésre fordított részeit: bíf~ b3, b3 . . . . b n-nek 
nevezvén, lesz : b, =  a — (az annuitásból le­
vonva a tartozás egy évre eső kamatját); b2 =  a —
_JL — a _  -ÍH _i_ ^ l£  =  b 4 -b  _E_ _(t b,J. 100 a 100 4 - 100 I I  1- lü0
=  b[ ^1 qjj(j) =  ^-ason^  eljárás szerint nyer­
hetjük b3, b4 stb. értékét éspedig: Ьа =  Ь ^ 3, b4 =  
=  bxq3. . . ,  bn = b ,q n~1.
Adott elemeknek meghatározott szabály szerint 
alkotott csoportokba való fűzésére a kapcsolástan 
tanít bennünket. A csoportokba való fűzésnek 
3 módját ismerjük, ezek : a pernutatió, melynél az 
■egyes csoportokban valamennyi elem előfordul, csak-
Függelék.
A k ap cso lástan  főbb k ép le te i
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bogy különböző elrendezésben ; a comhinátió, melynél 
az egyes csoportokban az adott elemekből csakis 
bizonyos számú elem jelenik meg; a variatió, mely­
nél az egyes csoportokban előforduló elemek meg­
választása mellett azok elrendezésére is tekintettel 
vagyunk.
Az n számú elemből alkotható permutatióh 
zsáma: Pn = n !  így pl. 3 elemből 3! =  1.2.3 =  6 
permutatio, ezek: 123, 132, 213, 231, 312. 321. Ha 
az adott elemek között p  egyenlő elem fordul elő, 
akkor fi képezhető egymástól különböző permutatiók
r»1 u! szama : V =  —r.
n p!
Ha az adott elemek mindenikét külön választjuk, 
első osztályú combinatiókat, (unió) ha kettenként 
csoportosítjuk, másod-osztályú (ambo), ha hármanként 
harmad-osztályú combinatiókat (terno) stb. nyerünk. Ha 
valamely elem az egyes csoportokban csakis egyszer 
fordul elő, az ismétlés nélküli, ha többször az ismét­
léssel való combinatiókat kapjuk. Az n elemből alko­
tott ismétlés nélküli r-edosztályú combinatiók számá­
nak jele: Crn és Cn =  ^1^ .  о^У a 6 elemből képez­
hető ternók száma : C * =  =  ^ 9 =  20. Az n
elemből alkotható r ed rendű ismétléssel való combi­
natiók jele: C]x ' és Cl' '' =  ^11-^
Az ti elemből alkotható r-ed osztályú ismétlés nél-
külvaló variatiók jele: F* és F* =  . r! =
n (n — 1) (n — 2) . . .(n — г —(— 1). Az n elemből 
ismétléssel képezhető r-ed osztályú variatiók jele:
VI' és F^ ' 7ir.
Az (a -}- b) (a +  c) (a -f- d) (a -f- e). .. (a -j- p) alakú 
szorzatok értéke =  a04-81 (b...p)an- 1-j-S2(b...p)an_2-{- 
4 - . . .  +  S„_i (b.. p) -j- S„(b. . . p), mely képletben pl. 
Sk a b, c, . . .  p  elemekből képezhető &-ad osztályú 
combinatiók összegét jelenti. — Ha most: b = c= ...= p , 
akkor : (a -j- b) (a -f- c) (a d ) . . . =  (a -}- b)n = a n -f-
+  f í  ) аП" 1Ь +  ( 2 ) аП_2Ь+ - - -  +  ( Пп 1) abn_1 +  b“
У,-irton kéttagi tantételére vezet. (24. §.)
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A binomális coefficiensekre nézve a következő 
tételek érvényesek: 1) miből, ha:
Ь- 0' ( о ) “ © “ 1* 2) ( k - l H Ö - ( ní l) ;
• > ( í ) + ( k t 1) + ( kt í ) + - + ( Ö - ( E í l >
4) 2 « -(1  +  1 ) . - ( ”)  +  ( 5 )  +  ( " ) + .  . . . + ( “) ;
5) ( ; ) - ( ? ) + ( ; ) - . .  . + ( - ! ) " ( ”>
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